-了 


是 


Hi 


几 年 来 我 们 在 南京 大 学 数学 系 、 南 京师 范 大 学 数学 系 多 
次 讲授 实 变 亏 数 和 泛 函 分 析 这 两 门 课 程 ， 使 用 了 《 实 变 孙 数 
与 泛 阵 分 析 扫 要 》《〈 郑 维 行 、 王 声望 ) 一 书 ， 并 参阅 了 其 他 
教材 和 专著 《 见 参 考 文献 [1] 一 [9] ) ， 积累 了 一 些 有 一 定 难 
度 的 典型 习题 。 为 了 帮助 读者 学 好 这 两 门 课程 ， 我 们 编写 了 
这 本 学 习 参 者 书 ， 总 结 了 实 变 函数 与 泛 孙 分 析 的 基本 知识 ， 
给 出 了 各 种 类 型 的 习题 及 其 解答 ， 并 在 各 章 中 附 上 一 定数 量 
的 练习 题 及 解法 提示 ， 同 时 还 收编 了 “南京 大 学 攻读 硕士 学 
位 研究 生 入 学 考试 实 变 函 数 试 题 ( 1981 一 1985 年 ) ”， 并 作 
了 解答 ， 以 供 读者 参考 。 / | 

本 书 实 变 函 数 部 分 及 其 附录 由 南京 师范 大 学 马 永 培 、 美 
进 明 和 王 庆 福 三 位 同志 执笔 ， 泛 函 分 析 部 分 由 南京 大 学 宋 国 
柱 执笔 。 在 永世 编写 过 程 中 ， 我 们 得 到 了 郑 维 行 教授 、 王 声 
望 教 执 和 苏 维 宜 副 教授 等 的 帮助 与 指 救 ， 郑 维 行 搬 授 还 在 百 
沁 中 详细 审阅 了 本 书 初稿 ， 提 出 了 许多 重要 的 修改 意见 ， 在 
此 谨 对 他 们 致 以 月 心 的 感谢 ， 计 感谢 南京 大 学 出 版 社 的 同 
志 ， 由 于 他 们 的 关怀 和 支持 ， 才 有 可 能 使 本 书 与 读者 见面 。 

由 于 水 平 有 限 ， 整 理 时 间 人 仓促， 错误 在 所 难免 ， 所 做 的 
人 解 从 也 未 必 是 最 好 的 ， 我 们 恳切 地 布 望 读者 批评 指正 。 

编者 1987 年 9 月 


加 
日 录 


i 
i 


集合 和 点 集 汐 测度 iii, 《 

可 测 哆 数 和 识 风 格 程 分 …… 《 

冰 数 空间 上 ”，… ee ( 

距离 空间 和 峰 泡 线性 空间 .… 39 
( 


并 志 但 il |! 


is 
uy 


线性 有 赛 算 子 … 
希 尔 但 特 空 问 及 其 算 子 .。 


流溢 这 
报 托 基山 她 是 


从 录 南 泵 大 学 攻读 倾 页 十 学 位 研究 生 入 驴 关 考 试 
六 变 画 数 试 是 认 解 (1981_1985 年 ) a ( 280 


第 一 章 集合 和 点 集 的 测度 


一 、 基 本 概念 和 主要 定理 

络 的 对 等 ” 设 4,B 为 两 个 集 ， 若 存在 4 到 3B 上 的 一 一 上 喘 
射 f ， 则 称 .4 与 了 对 等 ， 记 作 4 一 了 

集 的 势 ”将 所 有 的 集 分 类 ， 凡 彼此 对 等 的 集 归 于 一 类 ， 
不 对 等 的 个 轨 杆 不同 的 类 ， 每 一 类 均 赋 于 一 个 标志 ， 称 为 访 
类 中 每 个 集 的 势 ( 或 基数 ) ， 集 4 的 势 记 为 4.。 


让 4 对 可 等 的 子玉 但 14 与 不 对 等 ， 则 称 A 的 势 小 于 B . 


定理 1 < 入 四 斯坦 (easteinD 定 理 》 ). 著 4 对 等 8 的 子 


集 ( 即 4 万) ， 且 B 对 等 4 的 子 集 ( 即 B< 4), 则 4 与 B 


对 等 ( 即 4= B). 
定理 2 议 4 为 集 ， 4 的 一 切 子 集 所 组 成 的 集 类 记 为 
Af， 则 >4， 


可 列 集 凡 与 自然 数 集 入 对 等 的 集 ， 内 称 可 列 集 ， 可 列 


。 集 的 势 记 为 访 。。 


任何 无 限 集 均 售 有 可 列 的 子 集 ; 
可 列 集 的 任何 无 限 子 集 仍 是 可 列 集 ，; 
有 限 个 乃至 可 列 个 可 列 集 的 并 集 是 可 列 集 ; 
两 小 可 列 集 4 ，44 的 积 集 
4 xd， -1 (xx，yJ Ix€EA,, yEA, | 为 可 列 集 ， 
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有 再 数 集 、 平 面 上 的 有 理 点 集 缘 是 可 列 集 
连续 集 。” 凡 与 区 间 [0,1] 对 等 的 集 ， 骨 称 连 续集 ， 连续 


站 ,二 总 
定理 3〈 等 势 定理 ) 老 4 为 无 限 集 ，B 为 可 列 集 或 有 . 
限 集 ， 则 时时 时 时 绩 
AIB=A 
无 理 数 集 的 势 为 疯 ， A” 中 的 任何 区 间 ，A? 中 的 任何 区 
域 的 势 均 为 条， 


开 集 、 闭 集 及 其 构造 ” 设 正 CAn， 

( 1) 大 存在 点 4 的 某 个 邻 域 U (a)， 使 得 U (a) EE， 则 ! 
称 G 为 上 的 内 点 ; 

(2 ) 若 上 的 每 点 均 为 上 的 内 点 ， 则 称 为 开 集 ; 

(3 ) 车 点 a 的 任 一 邻 域 中 均 含有 E 的 无 限 多 个 点 ， 则 
称 4 为 上 的 察 点 ; 

(4 ) 上 的 一 切 聚 点 所 成 之 集 称 为 的 导 集 ， 记 为 E’， 

(5) 若 上 ECE， 则 称 世 为 闭 集 ; 

(6 ) 洲 中 和 有 ， 则 称 世 为 自 窗 集 ; 

(7 ) 知 呈 ' = 三 ， 则 称 五 为 完全 储 。 

任意 个 开 集 的 并 集 是 开 集 ; 

有 限 个 开 集 的 交集 是 开 集 ; 

任意 个 闭 集 的 交集 为 闭 集 ， 

有 限 个 闭 集 的 并 和 集 为 闭 集 ; 

闵 集 的 补 集 是 开 集 ， 开 集 的 补 集 是 闭 集 。 

定理 4 (一 维 开 集 的 构造 》 直线 上 任 一 非 空 开 集 C 
可 表 成 至 多 可 列 个 互 不 相交 的 开 区 间 ( 称 G 的 构成 区 间 ) 之 
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二 喔 由 地 


G=U (ay Di) 


定理 5 直线 上 的 非 空 闭 集 上 ， 或 是 全 直线 ， 或 是 从 直 
线 上 挖 掉 至 多 可 列 个 互 不 相交 的 开 区 间 《 称 f 的 余 区 闻 ) 所 
得 之 集 。 

康 托 (Cantor ) 集 P。 是 势 为 设 , 且 不 含 内 点 的 完全 集 。 

集 的 序 和 极 大 元 ” 设 XX 为 一 集 ， 
(1) 者 在 和 中 规定 了 某 些 元 素 之 间 的 关系 所 ， 它 满足 


(1) a<a; 

(1i) 洛 a 忆 6，65b 夺 9g， 则 a = 2 

(111) 和 车 06 委 D，p 委 c， 则 c 委 ec 
则 称 和 为 带 有 序 迄 的 半 序 集 。 

(2) 设 六 为 带 有 序 所 的 半 序 集 ， 若 对 关中 任何 两 个 元 
索 4,6， 关 系 式 4 志 0 与 5 所 a 中 必用 一 个 成 立 ， 则 称 六 为 全 谨 

(3) 刻 让 为 半 序 集 ， 庆 ,为 XX 的 子 集 ， 若 存 在 565EX， 使 
得 对 一 切 xEX ,有 XxX 志 b， 虽 称 2 为 4 的 上 界 ; 义 设 0 是 让 ,的 
上 突 ， 如 果 对 不 ,的 任 一 上 界 b， 均 有 bb ， 则 称 5 为 和 ,的 
上 确 界 。 

(4) 设 广 为 半 序 集 ，x EX， 车 对 任 一 yEX, 且 x 所 yy， 
必 有 y=x， 则 称 x 为 六 的 极 大 元 。 

定理 6 ( 优 恩 (Zone) 引 理 ) ” 设 XX 为 韭 空 学 序 集 ， 若 省 的 
每 一 非 空 全 序 子 集 有 .上 确 界 ， 则 着 豚 大 元 。 | 

定理 7 (选择 公理 ) ” 设 J ={ 4} 是 一 族 互 不 相交 的 非 空 
集 组 成 的 集 族 ， 则 存在 满足 下 面 两 个 条 件 的 集 五 ; 


1° FECLU.A 
AEJ 


2 一 与 中 每 一 个 集 A 有 1 全 一 公共 元 素 。 
走 线 上 有 界 点 集 的 外 测度 、 内 测度 、 可 测 象 


(1) 设 有 分 非 空 开 集 G 有 结 构 表 未 
Gr = U (az， bi) 


号 已 1 
规定 G 的 测 度 为 ，mG = > (Pp,— 0,), 
民 


(2) 收 有 界 闭 煤 f 忆 (a,6)， 则 G = (a,b) -天 为 在 界 江 
案 ， 规 寂 闭 集 卫 的 测度 为 ， 
mlt =b-a~mG 
(3) 让 上 为 召 界 点 集 ，G 为 包含 豆 的 任 一 开业 ,下 为 含 
于 EE 内 的 任 一 闭 集 。 忆 的 外 测度 m* 瑟 与 内 测 度 mx 分 别 定义 
为 ; 
m*pb = inf HiG, Ma = sup mr 


GOE FCE 
(4) 若 t* 刀 二 mx 上 上， 则 称 户 汐 《 鄞 风格 ) 可 测 集 。 EE 

的 测度 : 记 头 ?mm 二 ， 
定理 8 癌 究 集 睛 可 测 的 充 杰 条 件 龙 ， 对 任意 集 A4， 有 


meA=m*( ANE) tm*( 4 一 已 ) (A: 为 Caratheodory 条 
件 ) 
定理 9 (1) 洛 忆 ,， 世 , 订 测 ， 且 ECE,， 则 


Ch, 一 FE ; ) -一 nl , -mb , (可 减 性 》 
mE ,<mE, (单调 性 ) 
(2 ) 洲 卫 一 U 已 1 a 个 Es 可 讽 ， 则 成 可 潭 ， 二 
R 


和 ， 


BR / ( 半 可 加 性 ) 
特别 地 ， 六 每 个 各 不 相交 ， 则 有 
mU BE,= 2 mE, 完全 可 加 性 ) 
《3) 只 (有 为 可 测 集 列 风月 乞 * 可 测 ; 
(4) KE。 为 让 可 油 夭 列 ， 册 
m 日 E,= limmb, 


HY OO 


(5) 洛 { 上 wj 为 浙 i 统 可 调集 列 且 mL oo， 则 
71 站 E,.= limmbs 


R=1 人 一 > CO 
由 开 集 和 闭 集 经 过 至 多 可 列 次 并 或 交 运算 所 得 到 的 集 统 
称 为 波 雷 尔 (Borel) 集 ,特别 地 , 称 可 询 个 开 集 的 交 为 Ge 集 ， 


可 列 个 困 集 的 并 为 下 。 集 。 


定理 10 ” 设 忆 为 可 调集 ， 则 存在 Ce 集 4 与 上 。 集 B， 满 
尼 ADEDB, BmnbE =mA=mBbB,. 

直线 上 无 界 点 集 的 测度 设 巨 为 -- 维 无 界 集 ,Ia = 
《一 CQ) 洛 对 任何 a， b 1。 可 测 ， 则 称 忆 可 则 ， 其 测 谋 : 
mbE=limm( EN/, 


利用 选择 公理 和 调度 对 平移 的 不 变性 ， 可 1 以 在 任何 一 
区 间 中 构造 出 勒 由 格 不 可 测 集 。 
ft 中 点 集 测 度 的 概念 可 以 推广 到 RR* 中 去 。 
环 上 的 测度 ” 届 慰 是 基本 集 ， 肛 是 4 的 某 些 子 集 所 成 的 
环 〈 或 a 环 ) ， 洛 罗 上 定义 的 集 函 数 4 (4 可 为 无 穷 大 ) 这 是 
(1) up = 03 - 


(ii) 对 任何 EE LE 之 0 z 
(111) 对 多 中 任何 互 不 相交 的 集 列 {Es}，U bn€EN， 
| 并 一 上 


oo co 
有 LU Er=Y nuE, 
“1 7 二 1 


则 称 p4 为 环 《 式 o 环 ) 级 上 的 测度 。 集 巨 的 4 测度 记 为 LE。 

定理 11 cc 环 有 上 的 4 测度 其 有 定理 9 由 所 列 的 勒 贝 略 测 
度 m 的 那些 性 质 。 

0 环 上 的 外 测度 ” 设 兴 是 基本 集 ，2。 是 由 和 的 苹 些 子 集 
所 成 的 G 环 ，4 是 定义 在 胸 。 上 的 集 函 数 。 若 下 列 三 个 条 件 渍 
A 

(1) AE>0 (EEHR,), $= 0 

(ii) 4( U E,) < SEs EEg,) 

~ n=1 

(iii) 若 EB CE 则 2E .<A4P, (El,E, EN,) 
说 秆 :4 为 鹏 -了 的 外 测度 。( 当家 。 为 涉 的 一 切 子 集 所 成 的 co 环 
上 时 ， 称 4 为 人 上 的 外 测度 ) 

4 可 测 集 ”让 4 是 环 罗 的 外 测度 知 对 一 切 4E 
多 -， 有 

AA=A(ANE +ACA-E) 

则 称 五 近 2o。 是 4 可 测 的 。 

定理 12 ” 设 4 是 r 东 朋 o 上 的 外 测度 ，/ 为 一 切 4 可 测 集 的 
类 ， 则 
(1) 4 为 0 坏 ， 
(ii) 设 {Bs} 为 4 中 互 不 相交 的 集 列 ， 五 = J E,, 出 


一 


Di 


慰 


A4( ANE)= VS 414(ANE,) 


二 
、(iii) 4 限制 在 4 上 为 测度 。 
测度 的 扩张 ” 设 罗 是 的 某 些 子 集 所 成 的 环 ，4 是 罗 上 
的 测度 ， 则 集 拓 


Hen- {| Eex, Eee 
nn 二 1 
是 0 环 。 HEEH(GH), 今 
ntE =inf 之 4 As 
二 1 
则 pj* 是 o 环 英 ( 纪 ) 上 的 一 个 外 测度 ， 称 为 由 4 导出 的 外 测 
度 ， 且 当 EEER 时 ， 有 WW*EF=4E， 
一 切 必 可 测 集 的 类 /是 ac 环 。k 包 含 由 级 所 产生 的 o 环 
S( 罗 )， 并 且 p* 在 2( 级 ) 上 的 限制 是 4 的 扩张 。 对 ac 有 限 的 测 
度 来 说 ， 这 种 扩张 还 是 唯一 和 的。 


HE = UA | 


二 、 例 题 、 习 题 与 解法 


1. 证 明 下 列 关 系 : 

(i) (4-B)N(C-D)=(ANC) -BUD) 

证 法 一 xE€(4-B)N(C-D)eSxEA-B HxEC-D 
OxXEA, xEB, xEC, xEDSOxEANG, 
x EBUDexE (CANC) - (BUD) 

于 是 ， 所 给 等 式 成 立 。 

证 法 二 (4-B3)n(C- D-CANGB NCAGD 

=(ANCO NGB NGD) 


=(4hCIng(CBUD) =(Cdncy- (BUD) 

(iiy CANBIUC= CAUCO) NGUC) 

证 xE(ANB)UCExE ANBDRNIEL 
XEAHXEB, WIECOXEALUCHXEDLBUC 
XECALUCI NBU CO) 

十 是， 及 营 等 起 成立 。 

(iii) A—(B-CC(A-B)IIC 

证 法 一 xE/A-(B~-C)OxEA, xEB-C 
yxE A, yxE 有 或 XE4 xEB, xEC 
-人 》XE 二 -也 臣 XECxE(4-23)UC 

的 任意 性 ， 人 包含 关系 竺 证 。 

证 法 二 AA-(B-C)=ANG (BNGC) 

= 了 人 (GEUC) = CANGEBU (ANC) 
CCANGEB)UC=A- BUC 

(iv) (A-B)-(C- DEC(A-C YD-B) 

证 CA-B)-C-D)=(ANGEP NGECNED) 
=-(ANGBP)NGCUD) 

(ANGBNGECU CANGBND) 
(ANGCOU GBND)=(A-C)U DB) 

(VY) 问 CA-B)UC=4A4-(B- 人 OO) 成 立 的 充 要 年 件 是 什 
公 ? 

解 ” 由 (iii)》 知 ， 等 式 右 边 =(4- 了 了 )U(CANC)， 太 边 = 
(有 -2B)UC， 可 见 帮 人 C=C， 且 CC A 是 等 式 成 立 的 充分 条 
件 。 : 
下 证 CS 人 4 也 是 等 式 成 立 的 必要 条 任 。 

用 有 反 证 法 ,假设 C 息 4， 则 有 xECHxEA, 从 ixeEA 
8 


地 


-也 有 昌 xE4nC, 于 是 ,zxE(4--B)UGC4nC)。 而 xE(4- 甩 ) 
UC， 改 等 式 不 成 立 。 
2。 没 给 出 集 与 任意 一 组 集 4。，a E11， 间 关系 式 
: EUCN 4)= NN (EUVUA) 
aoel ael z 
是 否 恒 成 立 ? 
解 上 式 伍 成 立 。 事 实 上 ， 


% 马 左边 地 XE 上 或 XE NN 4 ox EE 
aEl 


或 XE A (VaE Dx EEUU AVYaEl!) 
=>XE NE U4 axXE 右 边 ; 
QE - 


反之 ，% 有 边 坟 XEEU Aa(VYyaE€1) 
和 则 x€EEU(NA.) 
一 aEL 
XEE, MxEAYaET), 从 而 xE N 4。 
一 % 马 六 雪 。 
3。 试 作 下 列 各 题 中 集合 间 的 一 一 对 应 ; 
(C1) [0,1]-3(0,1); 
(1 1) [ayo] 与 (- coyco); 
(iii)》 开 上 半 平 面 与 单位 圆 。 
解 (1) 议 (0， 的 全 人 7 2 9， ‘i 
则 上 0, 1 1] 中 的 有 理 点 的 全 体 为 {0,1 71 9 2 9 ;| yy 作 
对 应 ; 
0 <—->7 1， ] < < tne->Tn yg 
再 让 《0,1) 中 的 无 理 点 与 [0,11 由 的 无 理 点 自身 对 应 ， 这 
样 就 建立 了 [0,1] 与 (0,T) 间 的 一 一 对 应 。 : 
(1) 先 建 人 [a,b]J 与 (4a,6 ) 间 的 一 一 对 应 (方法 同 
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(i) ) ， 再 作 《 4a, 到 ( - coyco) 的 映射 


X 一 忆 1 
y=tg(— + ) a x GE(a， b) 


这 样 就 建立 了 [a,6] 与 (0， A 
| (iii) 据 复 变 男 数 的 知识 ， 区 射 中 = 一 和 二- 实现 了 开 
上 上 半 平 面 与 单位 圆 同 的 一 一 对 应 。 
4。 和 下列 各 集 能 百 辣 日 然 数 集 或 L0, 1 了 构 成 一 一 对 应 ， 
《1 )》 以 有 理 数 为 闪 总 的 区 回 集 ; 
(ii )》 闭 正方 形 [5 0,1 0,1]. 
如 果 可 能 、， 试 作 这 种 对 应 方法 。 
解 (i) 以 有 理 数 为 端点 的 区 间 集 能 同 自然 数 集 构 成 一 
一 对 应 ， 方 法 如 下 : 
贡 有 理 数 的 全 体 为 {7r1, fs, ra .40 表示 上 以 ar 和 
ao<aor ) 为 端点 的 区 间 ， 则 以 有 理 数 为 端点 的 区 间 全 体 
为 


4,, A,,, 全 -45 “0 
A,,, A,,, 4,。, 和 


4, 49 二 59 


将 这 些 区 辐 排列 成 ，4 ,1,,4,， ,As Aiss Asss dss yg 
便 建立 了 以 有 理 数 为 端 志 的 区 间 集 与 昌 然 数 集 的 一 一 对 应 。 
(ii) 闭 正 方形 [上 0,1 0,1] 与 0,1] 能 构成 一 一 对 应 ， 
方法 如 下 : 
把 闭 正方 形 分 解 为 二 不 相交 的 三 部 分 : 
A={(x,y), 0<x<I1l, 0<y<1} 
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B={(0,9): 0<y<1} C={(x,0): 0<x<1} 

OD 首 先 建立 A4= {(xyy)，0<x 委 1，0<y 窒 1 )} 杜 
半 闭 区 间 ( 0 , 1 ] 的 一 一 对 应 。 

若 把 从 某 一 位 起 后 面 全 是 0 的 二 进 小 数 叫 做 二 进 有 限 小 
数 ， 否 则 称 二 进 无 限 小 数 ， 那 么 ，( 0 ， 1 ] 中 的 实数 与 二 
进 无 限 小 数 是 一 一 对 应 的 。 

对 二 进 无 限 小 数 0.414，…aa…《 有 无 穷 多 个 1 为 1 )， 
我 们 这 样 给 它 加 括号 ， 使 得 每 个 括号 中 只 有 最 后 一 个 数码 为 
1 ， 前 面 的 数码 全 为 6 。 例 如 ， 二 进 无 限 小 数 


0.1 011000100 1 
加 揪 和 号 成 0 .1》C01》《1)《0001》(《001)…。， 记 作为 
0Q e01020430 040 ge 
显然 ， 每 个 二 进 无 限 小 数 ， 均 可 加 插 导 成 为 一 个 这 样 的 


符号 序列 0 。010,…0on…; 有 反之， 每 个 这 样 的 符号 序 列 均 可 
去 掉 括 号 成 为 一 个 二 进 无 限 小 数 。 

对 每 个 (x,y)E4， 把 x,? 均 表 为 二 进 无 限 小 数 ， 并 加 括 
号 成 侍 号 序列 ; 


X=0 .0 Of Os*"* 1 


Y= 0 of Oe Os 

令 1= 0。of af of ob.… 04 04.…， 再 去 掉 这 个 符号 序 
烈 的 括号 ， 便 得 到 一 个 二 进 无 限 小 数 ， 从 而 确定 了 一 个 实数 . 
1E( 0 ， i Jj。 

反之 ， 对 于 每 个 {E (0,1] ， 把 ! 表 为 二 进 无 限 小 数 ， 
并 加 括号 成 符号 序列 ，. 

t= 0 sO Oo On 

今 X =0.0103 "0sn 1 y=0scsawavn 并 去 挥 

z ll 


这 两 个 符号 序列 的 括号 ， 使 得 到 两 个 二 进 无 限 小 数 ， 从 而 确 
定 了 一 点 (xX,y) E4。 z 

加 建立 闭 正方 形 在 3 种 上 的 点 集 52={00,3):， 0<y 所 1} 
与 区 间 [ 1,0] 的 一 一 对 应 。 

这 是 容易 的 ， 只 要 令 y=fi+l 1€E [~1,0J; 

图 建 YC={(x， 0 ):，0<x< 二 1 与 区 间 ( 人 1，2 的 
一 一 对 应 。 

这 也 是 容易 的 ， 只 要 令 X*=1- 1, i1€E€ (1,21]， 

综合 由 名 四 ， 我 们 建立 了 闭 正 方形 [ 0 ,1 0,1 jj 与 
闭 区 间 [5 一 1,2 ] 的 一 一 对 应 ， 再 作 [ 一 12 到 [0，1 - 


的 线性 映射 ?= - 。- (x+l)，xEL-1l 2 就 所 成 了 。 


5. 证 明 整 系数 多 项 式 全 你 是 可 列 集 。 
证 ”人 芭 # 次 整 系数 多 项 式 为 
PCXD) QTTQIX 十 十 Cn 

由 整数 集 的 可 列 性 知 鹤 次 整 系数 多 项 式 的 全 体 f。= 
{p(X) =Goj do e2 } 为 可 列 焦 。 广 招 可 列 个 可 列 集 之 并 为 
可 列 集 ， 可 知 一 次 整 菏 数 多 项 式 的 全 体 : 

po pi(x%)=ao ar: ao diEZ，ai 关 0 } 
为 可 列 集 。 依 此 由 数学 归纳 法 可 证 得 7 次 整数 多 项 式 全体 P， 
为 可 列 集 ， 遍 一 -名 整 系 级 多 项 式 所 成 之 集 上 又 是 可 列 个 可 列 
伏 之 六: 


从 血 是 可 凡 的 。 
8 。 Be 一 {0 9 1} , 1 式 1 上 一切 拉 ED (0 :sd sgn" ) » Us EA4 
所 成 的 集 的 势 为 站 ， 
Tux 


证 把 一 切 排列 与 二 进 小 数 作对 应 : 
《Gy 0， Goy… <--> 0 Qi10，…Gn… 
CnEA={0,1} 
因 二 进 小 数 {0,.4a19,…an… :asE4} 与 [ 0 ,1 ] 对 等 ， 故 其 势 
为 江 ， 从 而 一 切 排列 的 势 为 慌 。 
7。 设 CF 0，1] 表示 [0,1] 上 一 切 连 续 函 数 所 成 的 类 ， 
试 证 它 的 势 为 民 。 
证 先 证 明 全 体 实 数列 所 成 之 集 只 对 等 于 (0,1) 。 
设 总 的 子 集 
B={xX=(X Xe Kn): XE(0,1), n=1,2,...} 
作 B 到 瑞 的 喘 射 $， : : 


1 1 
gz) = (tg Cx tg (Xs) 


sim 1 yn ) 
显然 $ 是 .到 再 的 一 对 一 映射 MH~B. 
下 证 B~ (0,1) 。 
首先 ， 把 (0,1) 中 的 任 一 数 x 与 8 中 的 元 《x， Xe 
人 ) 对 应 ， 便 知 (0,1 ) 对 等 于 8 的 一 个 子 集 。 
及 之 ， 对 8 中 任何 x = (XL Ns Xn ), 用 十 进 无 限 
小 数 表 示 xXon: 
XI= 0。X1IX1I2…X19 
xX, 二 0 “X21 Nn 
Xs = 0 XnlXss Nun 
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作 无 限 小 数 PX) = OX XG NI Nai Ny 1 最 
然 , y(X) EL(0 1), 且 当 x 天 yy 时 ，VWx)0%(y) 放 忆 对 等 于 
(0 1) 的 一 个 子 集 ， 于 是 由 Bernstein 定 理 知 了 ~(0,1); 从 而 


H=B= (0, 1) -= 站 
现在 来 证 明 CT 0,1 1 的 势 为 六 。 
事实 上 ， 因 一 切 常数 函数 f(x) =R 为 [0,1] 的 连续 函 
数 ， CC 0,1]> 慌 是 明 最 的 。 另 一 方面 ， 把 [0,1] 中 全 体 
有 理 数 排列 成 rrsyys，…， 对 于 CF50,13 中 任 一 个 f(x)， 
令 实 数列 〈 fr ),fr ,了 f(r,)，…) 与 之 对 应 ， 由 子 数 的 连 
续 性 可 知 ， 不 同 的 函数 对 应 的 实数 列 也 不 同 ( 若 f(x) 与 g(x) 
在 [0,1 jj 中 一 切 有 理 点 上 取 值 相间 的 话 ， 便 能 由 沪 数 的 连 
续 性 推 得 f(x)==g(x) ) 。 于 是 C[0,1] 对 等 于 全 体 实 数列 


据 Bernstein 定 理 , CC[0,1]= 慌 。 

8。 证 明 任 何 点 集 的 内 点 全 休 是 开 集 。 

证 设 EE 为 任 一 点 集 ，E' 为 EE 的 内 点 所 成 之 集 。 任 设 
Xo EL , 则 x 为 所 之 内 点 , 疏 有 (a,P) ,使 得 XoE€ (a,P)CE, 

对 于 任意 的 XE (a,B)， 显 然 (a,B) 是 x 的 邻 域 ， 因 此 ， 
X 为 上 之 内 点 ， 即 XEE ， 从 而 (a,P EE', 

级 于 对 中 "由 的 任 一 点 xe， 有 (ay 6)， 使 得 xoE 
(a,B ) CE 于是， Xo 为 E' 的 内 点 ，E' 为 开 集 。 

9。 设 G1 ,Gs 是 中 的 开 集 ， 且 G1CG,，、 试 证 G1 的 每 
个 构成 区 闻 必 含 在 G; 的 某 个 构成 区 间 之 中 。 

证 设 (al 8 是 Ci 的 任 一 构成 区 梧 ， XE (a1,P1), 
又 设 G ,中 念 X 的 构成 区 间 是 (a;,B，)。 现 证 ( aisp1) OO 
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(cy 有 ) 。 

用 及 证 法 ,假设 a1 as， 由 于 ws 和 X， 有 aysE(ciy)X) 
Calyp CGICSCGC，， 这 是 不 可 能 的 ( 因 (a;,Pp;) 是 0， 
的 构成 区 间 ，as, E00,) ;于 是 a1 守 0;， 

同 理 可 证 Pp 专 p;。 因而 (Qa1,PB1 )C (oa,,p:) 

10。 设 FF,， 卫 ,是 KR* 中 闭 集 ， 生 ,Nf ,=$8， 试 证 存在 
开 集 G,， Ca， 使 GG,=$， 而 Ci CD 

证 法 一 ” 因 六 1 作 让 , =$, 广 ,了 ,为 闭 集 ， 则 对 x EF 5b 
有 P(X, 下,)>> 0， 对 yEF,，， 有 PCY, 站 1)>>0。 作 开 邻 域 
Q(x,，r(x) ) 与 O(y%，7(y) )， 其 中 ，7(x) = 于 PCx， 2 
r(y) = 得 DC(y， 站 7。 再 令 

Gi= U Ox,r(x)), Gs= U Ol(y,r(y)) 

xEF, yEF2 


显然 ，G,,G ,都 是 开 集 ， 且 G, 导 P CR. 下 证 CNG， 
= ,假设 不 然则 有 aEG1NG,， 即 cEG1Ha EG,， 则 
必 存 在 Xx。E 玉 ,，yoE 上 ，,，， 使 得 
aEO (xor(xo) ) HaEO (Cyo,r(yo)) 
. 不妨 设 r(X0) 宇 r(yo)， 则 
plxosF , ) 二 px yy) 二 px ay + Plas yo) 
<Y(zo) Tryo)s2r(xo)=DOOxos tr ，) 
这 是 芒 雇 的 ， 于 是 结论 得 证 。 
证 法 二 ”、 作 RR" 到 上 的 连续 函数 ， 
p(x,F 1) 
plx,F 1) +p(lx,F .,) 
fC(F = 0, fF,)=1, BE,=1 :1(0), ff ,= (DD)., 
现 令 


f(xX) = 
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Gi=f 1 ((-0%,$)), 0 = (人 (要 二 co) ) 
由 连续 泪 数 的 性 贡 ， 开 和 集 的 原 象 是 开 乐 ， 知 G1,G; 均 为 天 
集 ， 从 有 

Gi NG,=6, GoF,, G,hF, 

11。 没 f(%) ER! 上 的 实 函 数 ,f 映 开 集 为 开 集 。 问 f 是 苛 
连续 ? 又 连续 映射 是 藻 映 开 集 为 开 集 ? 

解 ” 际 开 集 为 开 集 的 实 函 数 不 一 定 连 续 。 例 旭 ， 在 每 个 
区 间 [n,n 二 1] 《n=0, 二 1, 十 2,…) 在 作 康 脱 三 分 集 PP，， 


站 吕 


Ga = Ensnt1— Pa, P= U Pr, G= VU G&G, 


11 一 00 fl 二 -00 


则 CC 为 开 集 。 人 设 上 的 构成 区 全 为 (ar,bx), K =1,2, 人 
人 1 于 定义 函数 


CE 


亡 
上 上。 


+ 


一 0 


1 bx 

f (x) = LE pe a 
0 ~%EF 

显然 ， 函 数 / 在 工 的 一 切 点 上 不 连续 ， 但 /在 玫 : 上 上映 开 集 为 开 

集 。 素 实 上 ， 设 为 中 任 一 开 集 ， = 《awsBr)， 由 于 


不 含 任何 区 间 ，(ceo pc 的 情形 是 不 可 能 发 生 的 ， 央 此 只 
有 两 种 可 能 ，QWDECG; 加 的 某 上 构成 区 间 既 含 有 G 的 点 
又 有 的 扩 。 

四 当 妃 和 @G 时 ， 几 本 音 题 9， 对 任何 五 的 构成 区 问 
《aipi)， 必 有 (cp )CCaprypor)( 其 由 (arypr ) 为 Gr 
的 某 个 构成 区 回 )。 据 图 数 的 定义 ;1 耻 (asp 为 开 区 

| brx~ a 1 pr- 
[本 tg《 x,t -3 Kk-p 


—)x XE(larsbr),K =1,2,.: 
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二 


因 可 列 个 开 区 间 之 并 为 开 集 ， 便 知 / 映 开 集 已 为 开 集 。 

加 当 巨 的 构成 区 间 (a4,PB4) 既 含有 G 的 点 且 又 有 了 的 点 时 ， 
贝 康 托 集 的 构造 知 ， 区 间 (a4sPBt) 必 含有 G 的 构成 区 同 ， 于 是 
1 瑞 忆 为 开 集 所 :。 

至 于 连续 映射 不 一 定 映 开 集 为 开 集 的 例子 是 容易 举 的 。 
比如 f(x) =sinx， 在 上 :上 连续 ， 但 映 开 集 (0,4zr ) 为 闭 集 
rr-1 13。 

-12。 灵 只 是 康 托 集 的 补 集 的 构成 区 间 的 中 点 所 成 的 集 ， 
求 E’， 

解 沁 康 托 集 为 Po， 其 补 集 为 Co。 

小 xxEGCo， 则 x 必 属于 Gu 的 某 一 构成 区 间 (ciy 8 由 于 
在 x 的 邻 域 ( arp ) 中 ， 只 有 一 点 -2 了 全 E 已 ， 故 x 不 可 
能 是 的 聚 操 。 

阁 xE 了 ,， 由 康 托 集 的 构造 知 ， x 的 任 一 邻 域 OCx,e) 必 
含有 G6 的 某 个 构成 区 间 (B11),， 于 是 必 有 Ek 的 点 


rh. -24 Pt EO (wx,e)， 放 x 为 的 聚 点 。 


六 上 便 得 EE =P 

18. 设 点 集 列 { 玉 ， } 是 有 限 区 间 [o; 扫 中 的 浙 入 列 : 
已 ,二 忆 ,…， 且 每 个 , 均 为 非 空 闭 集 。 试 证 交集 A E, 
非 空 。 


证 法 一 放 妹 个 尼 , 中 各 到 _ 直 x， 则 人 为 在 办 点 到， 
于 是 存在 收敛 子 列 {x， L }， 做 XYn Xo， 则 对 任何 2 ， 当 ?ax 
1 村 .| Xa EE FP, ChE, 故 x "为 马 , 的 聚 点 。 由 鼎 ; 为 闭 集 印 


xoEE,， 因 而 x。€ 用 忆 ,, 这 就 证 明了 有 | 已 非 必 ， 
六 一 n=1 . 
17 


证 法 二 反讽 用 一 =g 以 (ae- 12+1) 为 基本 集 ， 
二 1 
对 每 个 马 . 取 补 ， 则 淘 张 开 集 序列 {上 ,} 复 盖 [abj, 于 是 存 
在 有 限 个 开 集 多 已。 ， 多 忆 。4，…, 多 己 。 复 羔 [a,b]， 不 
妨 设 m1 < ng<<…<nx， 划 有 
GEnz= | GEn ora,b 


= 


注意 到 ngC[a,b]， 便 知 Enx =$， 这 与 E, 均 非 空 相 矛 盾 。 
14. 试 证 殉 几 里 得 空间 K” 中 每 个 闭 集 可 表 为 可 列 个 开 集 
的 交 ， 每 个 开 集 可 表 为 可 列 个 闭 集 的 并 。 
证 ” 先 证 明 一 个 重要 结论 ， 对 任意 集 4c Re,d 0, 点 集 
C=fo pla, 47-d) 
必 为 开 集 。 | 
事 半 上 ，YV XEG, {P(x, A) d, 令 h=d- p(x,A), 
| . 
则 O Cx， 。 ) 叶 G， 歼 x 为 G 之 内 点 ， 从 而 G 为 开 集 ， 且 显 
然 和 GG 二 A 


现 证 前 半 题 。 设 下 为 闭 集 , 令 Gs ~-{a: oo,F)<- ，}， 
(CH1=1 2 )， 几 上 述 可 知 ， Gy， 于 集 ， 甩 G, 一 了 下 1 下 


Co 球 实 上 ，YxEF,， 有 P(X,P)=0< (ne 


拉 -一 
1 ,2,... )， 于 是 XE Gi(n = 1,2,…)， XE 站 Cs 友之 ,VxXE 
(1 
, ] 
:CC XEGan=1,2,.), Plx, PF) < (n=1, 
nl 


2，…)。 令 n->o0， 得 p(x, 下) =0, 因 下 为 闭 集 ， 知 *E， 
18- 


再 证 后 半 题 。 设 G 为 开 集 ， 则 多 G 为 闭 集 ， 由 前 半 题 有 
”ZG= 由 G, (其 中 G。 为 开 集 ) 


1 二 4 


于 是 - 
GG FG- U YG( 基 YG 显然 为 闭 集 ) 


1 二 1 
[ 注 ] 在 Kf! 中 ， 用 下 法 证 明 较 为 简单 ok 
先 设 G 为 开 集 ，G 的 结构 表示 为 G= (ax,Bx)。 对 每 个 
- oo 1 1 . 
开 区 国 (cry,pr) 有 (wxry Pr) 一 Uy [arxt+ npn 9 px 一 一 j。 
Ga=U U [ar+ 一 pre- 一 ] 


i 
再 设 为 闭 集 ， 则 多 为 开 亲 ， 册 上 术 己 证 的 结果 ， 有 
ZF = VU Fm (其 中 ,为 闭 集 ) / 


ni 二 1 


于 是 
六 = 多 Ur = nsF。 (其 中 多 已 显然 是 开 集 ) 

15。 称 筷 的 子 集 所 成 之 类 .oz 有 性 质 (c)， 若 环 非 .wz 中 有 

限 个 元 的 并 。 试 证 ， 若 .st 有 性 质 (o) 时 , 则 存在 六 的 子 集 的 极 
大 类 多 共有 性 质 (c) 且 包 含 以 ， 并 证 明 ， 大 Al, A,,.…, 

42CAX， 且 .41n40…n4.E 朋 ， 则 必 有 某 个 4IGE 静 ， 

证 (1) 咬 全 有 性质 (0) 且 包含 oy 的 人 的 一 切 子 集 美 所 

成 之 集 为 六。， 

X={2: DoHA, HXE9 中 有 限 个 元 的 并 】 

题目 的 意思 就 是 要 证 明 奈 ,有 极 大 元 朋 。 
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显然 ， 和 。 中 元 按 平常 集 的 包含 关系 成 一 非 空 半 序 集 ， 对 
太 ,中 任 一 全 序 子 集 { 允 4}， 今 多。 = U 2。, 下 证 多, 为 {多 。} 
的 上 确 界 。 

对 于 每 个 叙 。，9G 隐 是 显然 的 ， 只 更 证 作 .E 汪 就 
行 了 。 首 先 有 了 分 .M， 其 次 作 , 有 性 质 (c)， 和 区 不 然 ， 则 看 
多 ,的 有 限 个 元 4 ,44 使 4 U AsU…U 4A,=XX， 
设 A1E Dol ， AE Drs AME Bom， 内 于 {多 wa} 为 全 
序 集 且 m 为 有 限 ， 故 这 个 多 s 中 必 有 一 个 多 nx 包含 其 余 的 

个 ， 于 是 4 , 4，…，4。 均 属于 gg ， 这 与 多 ax 具有 
人 性质 (o) 相 矛盾 。 

这 就 证 明了 {多 s} 有 上 确 界 ， 从 而 由 Zorn3| 理 知 X。 是 极 
大 元 。 

(2) 反 设 4 4，…，4 均 不 属于 下， 则 有 罗 U{14 
多 U {4,},…, 久 U1{A,} 中 至 少 有 一 个 共有 性质 (ac)。 济 不 
然 ， 则 三 

XN= Br UB UU Bik, UA 
《 各 Bik ,为 乡 的 元 ，i = 1,2,… ,1) 
上 式 对 1 = 1,2,…,n 作 交 ， 可 得 
X= U (Bi UB, UUBiRDU AN As Ne NA) 
,二 


因 44 有-4 帮 有 4.E 用 ， 且 每 个 及 GE 田 ， 上 式 说 明 式 是 
用 中 有 限 个 元 之 并 ， 这 与 多 具有 性 质 (c) 相 耶 盾 。 

现 设 罗 U{4 有 内 有 性 质 (c)， 又 瑟 册 14 一 胸 二 .oz， 故 
有 罗 UL4tEA， 这 与 鹏 是 As 的 枯 类 元 相 耶 盾 ， 于 是 有 某 个 
AiEY. 

16。 式 以 Zorn5 奸 证 Zermelo 公 理 ， 
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证 设 X=U A(AE .yf ,Af 中 各 集 两 两 互 不 相交 )， 妇 
为 含 于 居中 且 与 每 个 4E .9 至 多 有 一 公共 元 的 集 所 成 的 类 : 
多 ={B，BCX， 旦 与 每 个 4€ WA 至 多 有 一 公 并 元 】} 

显然 乡 按 “包含 ”关系 成 一 非 空 半 序 集 。 再 令 多 为 多 的 
任 一 非 室 全 序 子 集 ，E。=UE(EEB)， 下 证 EE 多 ， 

E ,CX 是 显然 的 。 假 设 E ,与 某 个 4E .wz 有 两 个 公共 元 
XxX!，X%X，， 则 有 忆 ) ,EE 多， 使 Xi1EEB1,X,EE,。 因 多 是 
全 序 集 ， 不 妨 设 BE;,, 则 x,， XxX,€ 上 ;, 即 上 ,与 YL 中共 个 
4 有 两 个 公共 元 ， 这 与 已 , E 多 CC 如 相 矛 盾 ， 因 此 已 ,与 .wy 中 
每 个 元 至 多 有 一 公共 元 。 从 而 卫 。 为 乡 的 上 确 界 。 据 Lorn 引 
理 ， 有 多 有 极 大 元 ， 攻 为 好 ， 

现在 证 明 韶 与 每 个 4E .x 必 有 一 个 公共 元 ， 若 不 然 ， 则 
有 某 个 4E .o， 使 几 4=。 取 acE4， 因 .中 各 集 互 不 相 
交 ， 知 MU {a } 与 每 个 4€.% 至 多 有 一 公共 元 ， 收 MU {a 
和 有 下 ， 且 以 壮 为 其 真子 集 ， 这 与 异 是 罗 的 极 大 元 矛盾 了 。 

综 上 知 ，M 与 每 个 4E .or 有 且 仅 有 一 个 公共 元 a。 对 于 
每 个 4€ .A4， 令 1 (4) =a， 则 f 就 是 所 求 的 映射 ， 

f: HAW>UAAEw, HI(A) =a€A, VAEY 

17. 设 YY 是 由 给 定 的 集 的 子 集 所 成 的 类 ;A4E .wy 指 的 是 
4 的 每 一 有 限 子 集 属 于 必 ， 试 证 .2 含有 一 极 大 元 。 

证 贡 {4。} 是 .y 的 任 一 全 序 子 集 ， Ao = UA, 下 
证 4。= sup{4j， 对 于 {4a} 中 的 每 一 元 ，4oc 4 是 明显 
的 ， 因 此 只 要 :证 明 46E€ .9 就 行 了 。 设 4, ={a1,4,,…,4n}】 
为 4 的 任 一 有 限 子 集 ， 则 有 {46 } 中 的 4a,， 使 得 at € 4g 
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(i=1,2,.,N) 。 由 {44oj 的 全 序 性 类 01,0 ,0 均 属 于 某 
个 4 ， 于 是 由 A。， EAA A ={a1,0, ,0n1 co 故 田 
2ora 引 理 ，. 岂 合 有 一 杖 大 元 。 
18。 试 证 ， 设 和 为 非 空 半 序 集 ， 若 4 中 每 一 非 空 全 序 子 
集 有 上 界 ， 则 了 有 极 大 元 《Zorn 引 理 的 另 一 形式 ) 。 
证 和 参考 文献 [ 1 ] 第 一 章 定理 6。5 的 证 法 相同 ， 仪 需 
将 4 = SUDP 从 ,? 改 为 x 是 这 oo 的 上 界 。 ”7 
. 1 
19。 (1) 从 本 而 上线 y= * 0 
z x=0 
二 一切 点 所 成 之 集 ， 求 上 


人 2 ) F -| ene wen 求 


EE EA/ 
、 
签 : (1) EE =EU{(xX, y): %=0,-1<y<1)} 


(2) FE’ 二 pr 入 pEN, ne 中 


FF// =N， FFE//r = 路 。 
20. 证 明 : 直线 上 上 既 开 又 闭 的 集合 只 有 与 全。 
提示 ”可 用 反 证 丢 。 
21。( 1 ) 若非 空 点 集 4 的 每 一 点 均 为 孤立 点， 称 4 为 
孤立 点 集 。 孤 立 氮 集 是 否 至 多 可 列 ? 
(2 ) 孤立 乓 集约 导 集 能 否 为 不 可 列 集 ? 
z ( 3) 直线 上 是 否 存在 这 样 的 点 集 呈 ， 使 得 中 ”=《〈0， 
1 )? 
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(477 设 开 集 C= U (ao*po) ， 是 否 导 有 有 


一 UF L ns Bb, J 


答 ; (1) 让 访问 集 到 多 柯 列 ， 
(2 ) 能 ， 如 康 脱 开 集 G6 的 构成 区 间 的 中 后记 成 之 集 


. 上 (参见 第 12 题 ) 。 
(3 ) 不 存在 。 
， 1 
和 (4) 未 必 9 如 Cr = Uy, (一 ,一 ) 0 


22。 设 A, BB 均 为 非 空 .亲生 且 至 少 有 一 个 有 和 价 ， 则 必 有 
a€ 4A, bEB， 使 p(a,b0) =P(4A,B). z 
提示 据 P(4，B) 的 定义 ， RE 


y,EB, 使 P(A,B)<Pp(xnyys) - P(A,B) + 一。 设 4 有 


弄 ， 则 {xs} 有 子 列 {xnp}，Xn,>a， 二 证 明 相应 的 {ye4} 
为 有 分 把 列 ， 于 是 有 {y"z 的 子 序列 yw wo。 

23。(1) 集 雹 的 一 切 内 点 所 成 之 集 忆 是 仿 于 内 的 一 切 
开 集 之 并 。 

(2 ) 集 巨 的 闭 包 也 是 包 合 的 一 切 闭 集 之 交 。 . 

24。( 1 ) 开 区 间 (c， 不 能 为 可 列 个 不 相交 的 亲 区 辣 
之 并 。 

( 2 ) 闭 区 间 [a,6] 不 能 为 可 列 个 不 相交 的 亲 区 交 之 


* 并 。 

提示 ”可 用 反 证 法 证 (1 )， 再 用 反 证 法 及 (1 ) 证 ( 2 )。 

25。 设 定义 在 R 上 的 函数 f(x) 只 取 整 数值 ， 则 f(x) 的 连 
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续 点 之 集 为 开 集 ， 间 断 点 之 集 为 财 集 。 

提示 ” 设 X,。 EE ={x， YE 有 ，j 在 X 处 连续 } 且 jxo) =? 
(整数 )， 由 连续 性 及 已 知 条 件 可 知 ， 存 在 6> 0 ， 使 竺 对 一 
切 xXEO(lxos6) 有 f(xX) = no， 于 是 了 在 Q(Gxe,0) 上 连续 。 

26。 设 村 是 [4a,6j 上 一 切 单调 函数 所 成 之 集 , 则 好 = 并 ， 

”提示 令 [a,65] 中 全 体 有 理 点 为 r1，rs，…, 因 单调 函数 

1 的 间断 点 可 列 ， 放 可 设 其 无 理 癌 断 点 为 xxs，…， 则 函数 
j 由 实数 列 { 订 (127r) fx 所 确定 ， 由 实数 
列 全 体 之 势 为 六， 便 得 导入 ， 

至 于 及 宇 如 是 吻 证 的 。 

27。 设 Ci ,Gs ,…，G,，… 是 直线 上 一 列 开 集 ， 每 个 G， 


在 直 线 上 处 处 秽 密 ， 则 介 G, 也 处 处 筒 窗 。 


提示 设 7 为 任 一 开 区 问 ， 由 题 设 ， 在 如 ! 可 依次 作出 一 
列 | 二 区 司 Lany Pn ]， 使 Lany pb CCc， 1 s Pn 1 ) 人 (7,, 这 样 作 
出 的 闭 芝 间 必 有 公 站 A CE[anspPar EEG,n= 1,2..) 9 lL 


[ 唉 . 硅 | 
中 有 有 点 CEN G,、， 
好 一 了 


28。 证 明 : 1 ) 直线 上 一 切 有 理 数 所 成 之 集 Q@ 是 玉 , 型 
保 ， 但 不 是 Gs 型 集 。 

(2 ) 直线 上 一 切 无 理 数 所 成 之 集 是 Ce 型 集 ， 但 不 是 
个 ,型 集 。 

提示 《1 上) 证 Q 不 是 G4 型 集 可 用 反 证 法 ， 令 只 = {r+ 
2 5 7rEQ}j， 则 忆 册 是 处 处 稠密 的 Ge 型 集 ， 由 上 题 可 知 
QA 了 tb 处 处 稠密 ， 这 与 Q@ 们 P=Jp 相 予 盾 。 

(2) 对 (1 ) 中 的 集 取 补 ， 由 对 偶 原 理 可 得 证 。 
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29。 证明 ( 林 得 略 夫 定理 ) ， 设 点 集 已 被 开 区 间 集 4 所 
复 盖 ， 则 4 中 必 能 选 出 至 多 可 列 个 开 区 间 即 可 人 复 瘟 E。 

提示 对 上 中 每 一 点 x， 找 出 4 中 一 个 开 区 间 : 及 相应 的 
有 理 数 RR 和 正 有 理 数 r+， 使 O0(R,r) 忆 1， 因 O(CR,r) 至 多 可 列 

30。 试 证 : 定义 在 (- co ,co) 上 的 单调 函数 的 不 连续 点 
至 多 可 列 ， 因 而 为 零 测 度 集 。 

证 先 对 (- coyco) 上 的 递增 函数 jx) 来 证 明 。 

设 j(x) 在 (- coyce) 上 的 不 连续 点 的 集合 为 4， 由 数 
学 分 析 的 知识 知 :xE 4 的 充 要 条 件 是 f(x 一 0)<f(x +0), 上 且 
对 任意 的 xX!:，x,€ 有 4， 大 X11 < 和 则 f(x ~ 0) <f(x1+0)< 
f (x, 一 0)<<f(x, +0)。 因 此 ， 对 每 一 个 zxE 4， 对 应 于 直线 
上 一 个 开 区 间 《f(x 一 0) ,f(x+0))， 和 且 这 些 开 区 间 是 互 不 
相交 的 。 于 是 ， 据 直线 上 互 不 相交 的 开 区 间 至 多 可 列 ， 便 知 
4 至 多 为 可 列 集 。 

对 (~- coyco) 上 的 递减 函数 ， 证 法 类 同 。 

31。 设 上 1 ,上 ,可 测 ， 斌 证 

mE .UE,)=mbE,+mbE, _m(E, NE,) 

证 因 上 ,UE， = 万 1U(E， -ENE,),E, SE, -bE 

站 已 : 不 相交 ， 故 
mEUE,)=mE +m(FE,-E,NE,) 
=mEtmE, -mE NE,) 
32。 试 让 可 询 个 等 测度 集 的 并 仍 是 零 测 度 集 。 


证 设 久 = VA mhn= 0(n=1,2,...), 由 参考 文献 
[1] 第 二 章 定 理 3.4 知 巨 可 测 ， 目 
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mE >,mE,=)0 
n 二 1 
二 是 由 疯 度 的 非 负 性 即 得 nm 万 = 0， 
33。 已 知 [0,1] 中 无 理 点 浓 上 上 的 测度 为 1， 试 由 内 、 外 
I 度 的 定义 ， 考 察 式 测度 -1 任意 接近 的 含 于 号 内 的 周全 以 
吧 包 仿 玉 的 寞 集 的 构 迁 是 人 样 的 
解 (1)〉 因 所 求 的 闭 集 要 含 在 无 理 点 集中 ， 克 个 一 
宋 不 含 [0, 二 中 的 有 理 点 。 又 闭 集 F 的 测度 要 与 1 任意 接近 ， 
放 卫 必 是 区 间 [L0,1] 减 去 一 个 包含 一 切 有 理 点 且 测 度 可 以 任 
意 小 的 开 集 所 构成 。 卫 的 构造 方法 如 下 ， 
设 [0, 二 中 全 体 有 理 点 为 ?1 ?2，… ,fn，…， e 为 任 党 小 的 


正 数 ， 作 开 区 间 。。 一 - (rn — nT 9 rh tair) (n=1, 2，.…) ， 


则 G,= U 六 为 开 集 ， 且 


IOG 扑 > > 一 
多 一] 对 一 1 
We 
近 的 闭 集 。 
(2) 包含 含 EE 的 且 测 度 与 1 任意 接近 的 开 集 的 取 法 很 多 ， 

加 (0,1) 《0 去) 避 ( 坦 江 )》 

| 1 

VU Caris (~e,l+e) 

等 等 。 


34。 妇 G1 ,G0 是 升 集 ， 且 G, 大 是 G;, 的 真子 集 ， 是 否 一 定 
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万 


有 mGi <mG,? 
解 不 一 定 有 mGi 三 mGy。 例 如 z 
G1 = (0, 竺 )U (和 雪 ,1)，Gs= (0,1) 
虽然 Ci: 是 C: 的 真子 集 ， 但 mCl = mG,=1， 

35。 对 任意 开 和 集 G， 是 否 有 mG =mG 成 立 ? 

解 ” 等 式 不 一 定 成 立 ， 如 本 章 第 33 题 中 作出 的 开 集 G， ， 
由 于 Go 包含 了 50,1] 中 一 切 有 理 点 ， 可 知 C。 汪 [0, 1], 于 是 
mGo 宇 1， 但 mGo <<e， 

36。 如 把 外 测度 的 定义 改 为 “有 界 集 巨 的 外 测度 是 包含 
上 的 闭 集 的 测度 的 下 确 界 ”， 是 否 合理 ? / 

解 ” 这 种 改 法 不 合理 。 如 设 [0,11 中 有 理 点 集 为 Q， 无 理 
点 集 为 T， 则 [0,1]= QUT， 显 然 ， 任 何 包含 Q 的 闭 集 五 ， 必 

FoQ =[0,11 
因此 ， 如 采用 上 述 方 法 定义 外 测度 ,就 有 m*Q@=1, 但 
maQ = 0， 这 就 使 Q 成 为 不 可 测 集 。 即 使 采用 其 它 方法 定义 
内 测度 ， 使 QA 与 7 均 可 测 ， 那 将 出 现 mQ+mT=1+1i=2， 而 
NM(CULD)=mL0,I]=1， 测 度 的 有 限 可 加 性 又 不 成 立 了 。 

37 。 设 4 4 ,4 "是 有 限 个 互 不 相交 的 可 测 集 , 县 
EC .A,, R=1,2,... "sn, i 式 仁 | :i 


tm* ( Ery) 一 Sm 已， 
p=1 
证 法 一 ” 据 外 测度 的 举 可 加 性 有 
me dU, ED)E S me, 
hel | 


GO VU (Gflk,) 
及 一 工 


注意 到 各 G 0 E。 互 不 相交 ， 自 GN 4s 太 Bh Ch= 1 2 0 
便 有 


mG>m U CGNAi) = Sm GNAs) 
R=1 
EE=1 


一 Sn ( GN A,) > DE 
k=1 h=1 
因 C 是 任 一 包含 已 的 开 集 ， 故 
m*F = inf mG > DE 
Cr 一 的 
k=1 
综 上 即 得 


+ a 
mC OU Er) = Sm*b, 
机 k=1 


证 法 二 当 n= 2 时 ， 因 4 可 测 ， 据 参考 文献 [1] 第 二 章 


定理 3.5 ， 有 
mE VUE)=m (LE UE NA) 
rm ((EIUE) NGA,) 


= + mE, 
当 # 光 2 时 ， 用 数学 归纳 法 可 证 得 。 
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~ 


名 


38。 设 G 是 开 集 ，E 是 零 测度 集 ， 试 证 G =: (G -已 )。 

证 因 G>G-E，G 二 G - 忆 为 显然 。 另 -方面 内 
为 G 是 开 集 ， 有 G =GUG’ =G’。 任 取 xEG。 在 x 的 任 一 
邻 域 (a,B) 中 ， 必 有 Xo 关 x， 而 xoEGN(a,B), 又 因 人 Gn 
《4,B) 为 开 集 ， 必 存在 Xx 的 邻 域 (a,6)， 使 得 (a,b) 忆 Gi(a， 
pp)。 由 mE =0 可 推 知 ， 在 (ob) 中 必 有 异 于 % 的 点 yEGC- 无 
( 否则 ，mE>m(a,6)>0)。 因 (a,6b)c(a,P), 故 yE l(a， 
PP)， 于 是 : 

x*E(G-E)’CG-E, GCG-E 
综 上 等 式 得 证 。 
39。 设 E1CE,C...ChE CC.., 1 式 IE 


1 (UV E, ) = lim m*F, 


证 售 E = U bn, 由 EE, 生 EE,， m*b,<mpE (n=1,2, 
全 一 于 


)》 有 
lim m*#b ,<m*E = 1m* ( U E,) 
人 二 1 


义 作 开 集 Gn OE ,, 有 mG, m*b,+e 《 n=1,2,... ) , 


并 令 Py = 站 Cn 
n=R 
则 PCCG， (k=1,2,...) 


mPi<mG <mbyt+e (R=1,2,...) 
由 题 设 知 ， 当 nn 宇 R 时 ， 有 Gs 汪 上 Es， 训 
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CO OO OO 
Pe= UG OE, U frOUEv=E 
k= k=1 


n=R 
目 P,CP,CC.…， 由 参考 文献 [1 第 二 章 定 理 3,6(i) 得 
mE<m 让 Py= lim mPye lim mt ,+e 
R=1 Rk Ek 
mpe<lim m*E, 
Rk 
综 上 得 
人才 ( U E,)=m*F = lim m*E, 
n= 二 1 nn 


40。 讽 上 为 一 维 有 界 集 ，7 7 ，… 是 闭 区 间 列 (可 以 相 
区 )， 关 并 复 坦 只， 试 证 


CO 
m*F= inf > mI, 
U EER-1 


对 二 维 情形 如 何 ? 
证 因 忆 CU To 由 外 测度 的 单调 性 和 半 可 加 性 有 
mE mt ( U i )< > nT = > mI, 
/ R=1 k=1 k=1 
取 下 确 务 便 得 
mE iaf > MT 
U 7 过 五 k=1 
义 出 外 测度 的 定义 ， 对 任意 正 数 e， 有 开 集 G 二 EB， 使 
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mG <ms*+e。 设 G 的 结构 表示 为 G= U (aw,Ps)， 作 T= 
. R=1 
(avsBrl CR=1,2,.… )， 则 


k=1 


OO OD -， 
5, mlr= DPr-ar)=mG mE+t+e 
k=1 k=1 
OO 
从 而 z int > ml mE +e 
UT E k=1 
由 e 的 任意 性 得 
人 
mp inf >, ml: 
UDE R=1 


绿 上 即 得 所 要 证 明 的 等 式 。 

对 二 维 情形 ， 将 土 述 闭 区 | 庆 列 了 ,了 ,有 改 为 闭 长 方形 即 

本。 
41。 试 作 一 闭 集 Fc [0,1]， 使 正中 不 含 任何 开 区 间 ， 

而 mF =1/2， 


解 首先 在 [ 0，1 ] 的 中 央 挖 去 长 为 -二 的 开 区 间 
(。-， 一 一 ) ， 然 后 在 余下 的 两 个 闭 区 间 的 中 央 各 控 去 长 


为 


l wm (5 7 25 27 
47 的 开 区 间 ( 32 ” 32 ) ” 、32 人 3-) ， 上 所 在 余 


”下 的 4 个 团 区 间 的 中 央 各 挖 去 长 为 -5 的 开 区 间 ( 共 4 个 )。 
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一 般 地 ， 在 第 次 挖 去 的 开 区 间 长 为 于 《 共 2”! 个 )。 这 
样 一 直 挖 下 去 ， 就 得 到 一 列 开 区 间 ， 仿 这些 开 区 问 的 并 为 、 


加 3 S b TT 
G=(-8-, 8 JU(s3s, 32) 
则 J 


现 令 玉 =50,1]-C， 显 然 贞 为 不 含 任何 开 区 间 的 闭 集 ， 

且 
mF =m[E0,1] -mG=1/2 

故 这 个 了 即 为 所 求 之 闭 集 。 

42。 如 把 外 测 庶 的 定义 改 为 ，m* 为 包含 上 的 可 测 集 测 
度 的 下 确 者 ， 问 在 这 个 新 全 义 下 的 外 测度 与 原来 的 外 测度 有 
何 关系 ? 

解 两 者 相等 。 事 实 上 ， 侈 A, 由 于 可 测 集 

4 可 测 

类 包含 开 集 类 ， 放 有 


ia mG inf mA=a 


GOF ADE 
G 为 开 集 和 4 可 测 
义 因 人 0 对 任意 e 0， 存在 可 测 集 4 ,一 忆 ， 。 
一 


4 可 测 


全 mAl<at+ -5 因 扫 ,可 测 ， 必 存 在 开 集 G: 二 4 一世， 
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由 的 任意 性 使 得 


使 mG < 魏 1.4 十 <a te, 


inf mG a 
CroOE 
G 为 开 个 
综 上 得 ; 
inf mG=a=inf mA 
GOE / AOE 
GQ 为 开 和 你 4 可 测 


43。 下 列 各 题 中 给 出 了 在 0 环 级 。 上 集 函数 1 的 例子 ， 


问 哪些 是 外 测度 ， 哪 些 不 是 : 

(i》 广 是 任意 非 空 集 , 纪 ,是 XX 的 一 切 子 集 的 类 ,对 于 统 。 
中 任意 元 EE， 令 4 =Xg(%o)，、 这 里 Xo€X 是 轿 定 的 一 成 。 
xa(%) 是 集 巨 的 特征 函数 : Xp (Xx)=1 ( 当 x EE 上)， 
Xa(%) =0( 当 xEE ). 

解 4 是 外 测度 ， 验 证 如 下 ， 

(1) AE0，A4 = 0 为 显然 。 

(2) 若 x。E UE,， 则 存在 自然 数 10， 使 x。€ kr,， 于 是 
之 41E 
n=1 


2( 也 E,)=1=AEr, < 


F xoE U E,, Wx EE,,AE, =0n=1,2,.: )， 


1(UE, ) 0- 区 炬 ， 《 半 可 加 性 成 立 ) 


(3) 设 EicE,， EE, 则 AE .=A1FE,=1; A 
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Xo EE,, 则 
4 中 =0 委 4 只， 《单调 性 成 立 ) 
(ii) 天 是 正 整 数 集 , 罗 。 是 必 的 一 切 子 集 的 类 。 对 如 的 任 
一 有 限 子 集 下 ， 用 (五 ) 表 示 三 中 点 的 个 数 ， 令 


= 1] 
iE= Jim N(EN{1,2,.,n} ), BEA, 
解 4 不 是 外 测度 ， 因 为 半 可 加 性 不 成 立 。 
事实 上 ， 令 Et={1}， 则 

X= U 已: 
1 一 了 


mi 


N(XN{1, 2, 7}) =N({1,2, ,7})=n 
可 知 2X = Hm 一 -n=1, 但 4E1=0(i=1,2,…)， 


> AE ;=0, 于 是 有 
i 二 1 
A( U EF, ) > > 14 下， 
i 二 一 

(iii》 设 / 是 多 。 上 的 外 测 记 ， 已 ,是 多 。 上 一 个 确定 的 
集 ， 仿 AE =u* (FfE,) 《 4 称 为 uw 关于 已 。 的 吸收 ) ， 
2 

解 4 是 外 测度 。 验 证 如 下 : 

(1》 4 玉 关 0， 和 =0 为 尼 然 。 


(2) 4( UE,) =u*[ ( UE,) NE, | 


3 


= UCENE,) ) 


一 


< OMENE)= > 1E, 
n= 二 1 n= 二 4 
“(3) 设 EiCE,， 则 Ei1 几 ECE, 几 Eo 于 是 
、 iE =u*(E NE) em(E, (Eo)=Ab, 
注意 ，(2) 和 (3) 中 的 不 等 式 成 立 是 根据 外 测度 ww” 的 半 
可 加 性 和 单调 性 。 
(iv) 设 KW1*， His 是 多 -上 的 两 个 外 测度 ， 令 
AE =aui*bE +bu, EE, ECR, 
这 里 9，b 是 实数 。 
解 ” 当 a 二 0，0 宇 0 时 ，4 为 外 测度 ， 验 证 如 下 ， 
(1》AE 写 0， =0 为 显然 。 


2) 2( OEs) on ( OU Es) rons ( UE) 


0 >, ui*bE,st+b >, a* Es 


二 1 ”二 1 


S (ap*E,+t buns*E, ) 


nn 二 1 


| 


之 4 五 ， 
93 一 工 


(3) ECE,, 则 ab eu ay 
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Ab ,=an*F +oun,*E<au*b, ton,*E, 
= 4E, 


加 当 4 <0,，b5<0 时 ， 在 41*，J2* 中 至 少 有 一 个 不 等 于 0 
时 ,4 肯定 不 是 外 测度 ， 因 4E 宇 0 不 成 立 

图 当 a，5 中 有 一 个 为 负数 时 ，4 不 一 定 成 为 外 测度 。 

44。 黄 m 表 示 帮 ! 中 外 测度 限制 在 波 雷 尔 集 类 上 的 测度 ， 
0 0 为 实数 ， 集 忆 的 了 变 搞 定义 为 T(E)={x: ax +b, xEE\ 
武 证 ， 对 每 个 疲 雷 尔 集 E， 有 ml (Ek) =|a |mE. 

证 根据 测度 对 平移 的 不 变性 ， 只 要 证 明 变 换 T(E ) 

= {ax x€ a 对 每 个 波 雷 尔 集 EE 有 mT(E) =|a ImE. 

对 于 a =0 的 特殊 情形 ， 结 论 显然 正确 。 对 ac 天 0， 分 下 述 

四 步 计 之 。 


(1) 先 证 ; 了 (UEs)= UT(E) 
7 ( NE:)= 人 TCR 
事实 上 : 


XE rT( J Er ) > -0 € Ut 坊 征 在， 


el 


ER —>xET CEp ) =—> XE UT(E:) 
反之 
“E UL (CL: ) > 和 行 在 k ,使 YET(EE ) 
> EF EU 
(4 0 U h 


ob 


故 7T (UE,)=UTE,) 


同 理 可 证 为 一 等 式 。 
(2) 次 证 : 著 CG 为 开 集 ， 则 TCG) 也 为 开 集 ， 县 ?7 (G) 
=jalmG。 
事实 上 ， 对 开 区 间 (a,B8)， 有 
: (agsap) ( 当 a>0) 
1 asp) -top oa) 《 当 G<0) 
显然 ， 1 (cpD) 仍 为 开 区 间 ， 且 md cyO) =1cj(0C-c)。 
议 G = UV Cars Ba), 则 (Gr) = Ul Can,pba), 1 (ar, Pa) | 


互 不 相交 ， 于 是 
mT(G) = 2 mT (gans ba) = 2 1al(Bs ~ ar) 
Rk k 


=jol 2 (Br ax) =1almG 
Ek 、 


(3) 再 证 ， 若 了 为 闭 集 ， 则 TCF ) 也 为 闭 集 。 
事实 上 ， 因 人 UBF=KR!, FN@F=$， 由 (1) 有 
T(F)YUT(YF)=T(R!)=R! 
TPNT(GF)=7T(0)=$ 
故 T(F)=Ri-T(@F) 
由 (2) 知 了 (Bf) 为 开 集 ， 于 是 T(F ) 为 闭 集 . 
(4》 对 波 备 尔 集 上 ， 据 其 定义 ， 由 (1)，(2),，( 3 ) 即 得 、 
了 ( 避 ) 为 波 雷 尔 集 。 下 证 mT(BE)=|aln*E.， 
事实 上 ， 对 任意 的 开 集 G 二 EE， 显然 有 有 


SY 


GOEEOT (G) OT(E) 


于 是 由 (2) 有 
m*T (FE) = inf mT(G)= inf |almG 
, T(G)DT(E) GOE 
= |ain*E 


再 注意 到 波 雷 尔 集 的 可 测 性 ， 便 得 
mT(E)=m*T(E)= |alm*tbE=|almE 

45。 试 证 ， 若 存在 4 可 测 傈 人 二 上 ， 而 满足 

UX <<co ， uA =u*E+u*(A-E) 
则 上 上 为 上 4 可 测 的 。 

证 ” 仅 对 4 为 勒 贝 格 测度 m 给 出 证 明 。 对 于 一 般 抽象 济 
度 w， 可 先 引 进 内 测度 ux， 然 后 证 明 E 为 x 可 测 的 充 要 和 条件 
是 ps 已 = jx 上 ， 表 证 明 本 题 结论 ， 

(1) 导 证 ， 对 任 一 集 44， 和 存在 Cs 型 集 8, 使 8B 二 A4,， 旦 
mb = m*A, 

事实 上 ， 由 外 测度 的 定义 ， 对 任何 自然 数 ?， 存 在 开 集 


Cn 一 4， 卫 

Im Gn < m+ 
今 B= fl G, 

n—1 
则 ACBCG,, mA<mB<mA+ 1 
Hf 
邻 11->co， 人 
mB = m*.A 


(2) 次 证 ， m=mE+m*( 包 )， 
市 实 上 ， 对 任何 闭 集 FcE， 有 X~F>X-E， 于 是 
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me(X -EE)<mX-F) ~ mYX-mF 
即 mF <mX -mAX-E) 
取 上 确 界 得 i 
mabE mi -mm*(X—E) 
即 mX>m#E +1*( 信 一 全 ) 
男 一 方面 ， 对 集 匀 ~ 忆 ， 由 (1) 有 Gs 型 集 8， 使 
/ BoX-E, mB=m*(A—E) 


因 E 二 六 ~ BB， 故 
ma mCX -BmX -mb 
=mA -m*(AX -EE) 

即 mACmab +m -EF) 


综 上 即 得 
mi =mab tm(X-EYy . 

(3) 再 证 上 可 测 。 z 

事实 上 ， 由 (2) 和 题 设 mX=m* +m*《 针 - 忆 ) 可 得 
m*b = ma#b, 故 EE 可 测 。 

46。 设 已 为 Kk? 中 任 一 子 集 ，a 为 给 定 正 数 ， 对 于 任何 
>0, 令 z z 
Hes CE) =inf DoE 

| 
其 中 6( 上 上 8) 表示 EBx 的 直 任 ， 且 下 确 界 对 一 切 满足 BCC UEw 而 
6(E) 和 el(R=1,2,…) 的 集 列 {上 xw} 而 取 。 再 令 
H.CE) = lim fi,, (EE) = SUD H,, (EY 
E> s>0 


试 证 Hs 为 基本 集 fer 上 的 外 测度 ， 并 满足 条 件 : 
若 H.(E)<o%， 则 当 有 >c 时 ， 末 ,( 上 ) =0( 瓦 。 称 为 豪 斯 
道夫 (上 .Hausdortft{) 测 度 》 。 
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先 证 肌 。 为 外 测度 。 

HA(E) 宇 0，Ha($)= 0 为 显然 。 

若 五 ;一 已 ,， 则 对 任何 se>0， 显 然 有 
las eb EL ,, (bE;,) 

$e->0, 使 得 


{EESH,(E,) 
(3) 这 已 = 上,， 任 给 正 数 ze， 对 每 个 上 。， 由 下 确 界 
==1 
HJ 义 ， 对 任 羡 HY >0, 行 在 蕊 ，， bs 人 U bE,, nOL, 9 
2 
GZ 3 诗 
SoCE,,n)°” <H,,. (EF,) + pn 
R 
/ Cn=1,2,..) 
显然 
U Fnsk= U 


站 


U bE,, soF 
k n=1 RR 
-二 可 | 


1 E (上 ) 一 inf 之 6 (Eb,)” < > CE,, i) 


en n,R 
oa CO 
一 人 VOCE,, i)” ~ >H,,. (££,) 
n=1 , i 二 1 
co co 
+ 5 5 H.CE,) + 
nn 二 1 


7 一 1 
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今 


| | 
H,,.(E) < SH CE,) 


n= 二 1 


3 ->0， 便 得 : 


Hs (E)< 2 HlE,) 
n=1 
由 (1)，(2)，(3) 知 互 。 为 外 测度 。 
次 证 当 忆 > ca， HE)<oHNH, He(E)=0, 
对 任何 正 数 e， 当 6( EL.) < e, YU E>E 时, 有 


DCE)S = DECE,)" (已 )47a 
天 Re 


et” > 0 《 Fb.)° 
kk 


取 下 确 究 得 


Hoey (ES es-* HyeA(E) 
因为 Hs.(E)<o%，, B-a>0, 令 e-*0, 便 得 Ha(E)=0， 
47。 证 明 ， 用 十 进 小 数 表 示 [50, 1 中 的 数 时 ， 不 含 数 码 


7 的 一 切 数 所 成 之 集 E 是 完全 集 ， 并 求 mE 


得 。 
知 。 


答 mE = 0， 
48。 证 明 ， 


《1) 直线 上 一 切 可 测 集 所 成 之 集 1 的 势 为 2 六， 


(2) 直线 上 一 切 不 可 测 集 所 成 之 集 2 的 势 是 什么 ? 
提示 (1) 4 >>2 可 由 康 脱 集 P 的 一 切 子 集 均 可 测 扒 
4 <2 可 由 直线 上 一 切 点 集 所 成 之 集 族 的 势 为 2 并 失 


一 


4 


一 9 
(2》 7 = 2 
49。 设 4 44 为 [0, 1 中 不 个 可 测 集 ， 且 


> m4i>n-1, 则 有 m( nn.4, ) >0. 
1 二 1 


:= 

提示 可 先 证 m( UU A; ) <1， 再 用 对 偶 原 理 推 得 
50。 若 仔 在 两 列 可 测 集 { 4,},{B,}, 使 4,cCECB， 
(n= 1,2,...), Hm(B, -~ A,)->0 (n—>o0o ),， 出 已 可 测 。 

提示 可 先 证 m* ( NB,-E)=0. 

3 一 工 
51。 二 4， 总 是 互 不 相交 的 可 测 集 ， 则 对 任 一 集中 ， 有 
(1) 9 (ENCAUB) )=m(ENA)+m ENB) 


(2) mx ( ENCAUB))=m(ENA)+ma ENB) 
提示 〈1) 可 用 外 测度 的 定义 证 
173 迷 (ENCAUB) mt(ENA)+m(ENB) 
相 及 的 不 等 号 可 由 外 测度 的 举 可 加 性 得 到 。 
(2) 证 法 与 (1) 类 似 。 
52。 设 与 上 有 一 为 可 测 集 ， 则 
DE 十 JJ 有 =m*( ElF) +rn*(E NF) 
提示 ”用 卡 氏 条 件 ， 分 别 取 人 为 EUF 和 FF 
53。 设 上 ,为 互 不 相交 的 点 集 ， 则 
ma(EUT EmE +m <nm*(EUF) 
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提示 ”对 EUEA, 有 Ff ,型 集 BCEUF,mB=m(EUF)，。 
对 ， 有 G8 型 集 4 汪 ,mA = ms 。 据 此 可 证 左边 的 不 等 
式 ， 用 类 似 的 方法 可 证 右边 。 
54。 证 明 下 列 两 个 条 件 均 为 上 可 测 的 充 要 条 件 ， 
(1) 对 任意 的 e>0, 存 在 开 集 G 导 ,使 m*(G ~E) <e、。 
(2) 对 任意 的 e>>0, 存 存 闭 集 f CP, 使 Wm*(E-F)<e。 
提示 。 (1) 必要 性 由 测度 定义 推 得 ， 充 分 性 可 由 上 题 推 
“(2) 用 取 补 集 的 方法 由 (1) 推 得 。 
55。 设 EE 为 可 测 集 ， 则 对 任意 集 T， 有 
ma (ENT)+m ENGT)=mE 
提示 。 用 题 53 的 结论 即 得 。 
56。 设 m*F=g>0，, 刚 对 任何 实数 CE(0,4)， 存在 
EEN, 使 m*E,=C, 
提示 令 E,=EN(-co,xJ， fw) = mC) Eo, 先 证 
连续 ， 再 用 介 值 定理 。 


57。 设 { 4, } 为 可 测 集 列 ， 且 之 m4ds<co， 则 


二 1 
m( lim 4, ) =( 
提示 对 任意 的 se。>0， 由 题 设 ， 有 自然 数 NM， 使 


> md,<e， 再 由 jj 而 4,c UY 4。， 可 推 得 结论 。 
"一 nn n=N 
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第 二 章 ”可 测 函 数 和 勒 贝 格 积分 


一 、 基 本 概念 和 主要 定理 

可 测 函 数 ”这 jz) 是 定义 在 可 测 集 五 上 的 实 函 数 。 如 
订 对 每 一 实数 ac ，。 代 (1 >>a) 便 可 测 《 勒 贝 格 可 测 ) , 则 称 
1(x) 是 五 上 (〈 惑 只 格 ) 可 测 通 数 。 其 中 条 件 “EE(f>>a) 恒 可 
测 ” 可 换 成 如 下 三 个 条 件 中 的 任何 一 个 :“ 思 (f 衬 a) 便 可 测 ”， 
“(ff<<a) 恒 可 测 ”; 《EE(f<a) 恒 可 测 ”。 

简单 函数 ” 议 E 是 一 可 测 集 ，1 (xX) 在 上 只 取 有 限 多 个 
全 CC 和 Cn EC =C), EC(f=C,),, E(f =C,) 
均 可 测 。 若 设 ex = EE(j =Cx)， / 


1 HNXEER 
“nlX) = _ 
0 六 XE ek 


(Xe (4z) 称 为 集 er 的 特征 函数 ) 则 简单 五 数 可 写成 如 下 形 
式 ， 四 


f(xX) = 六 CrXer(X) 
K=1 
连续 评 数 ” 设 1(x) 为 定义 在 集 瑟 上 的 有 限 函 数 。 如 果 
对 任何 Xn 一 >X(XxnE 忆 ) 有 f(xX,) 一 > 了 (xX)， 则 称 f (x) 于 一 
点 XE 已 连 续 。 如 果 1x) 于 五 中 每 一 占 连 续 ， 则 称 (x) 在 
已 上 连续 。 这 里 ， 对 于 五 的 孤立 点 处 ， 总 约定 帮 x) 是 连续 
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的 。 

、 可 测 集 忆 上 的 连续 函数 ， 必 是 可 测 阔 数 。 

“几乎 处 处 ”概念 ”如 果 命 题 2 在 集 包 上 除了 茶 个 零 测 
度 子 集 外 ， 处 处 成 立 ， 则 说 命题 9 在 忆 上 几乎 处 处 成 立 。 
如 ， 人 9(x) 称 为 在 上 几乎 

处 处 相等 ， 指 
mE (fx)F9(xX))= 0 
此 时 又 称 f (x) 与 9(x) 对 等 ， 记 作 f (Xx)~g(x)。 

捞 一 致 收 伊 ” 设 f/。j, 是 可 测 集 巨 上 几乎 处 处 有 限 的 可 
测 立 数列 。 如 果 对 任意 的 6>0， 部 存在 EE 的 可 测 子 集 ,使 
在 ,上 一 致 收 全 于 f， 而 WH(EE - Es) <6, 则 称 序列 ,在 
EE 上 近 一 致 收敛 于 f。 

测度 收 敏 ” 设 j(x) 是 可 测 集 瓦 上 的 可 测 函 数列 ，jx) 
是 互 上 可 测 的 数 。 恕 果 对 每 个 e> 0 ， 有 

lim mE (| f,.—1 28) = = 0 


则 称 f 为 测度 收敛 于 J 

定理 1 设 卫 i (x), fs (Cx), .是 可 测 集 互 上 可 测 函数 
列 ， 则 当 1lim f(x) 几 乎 处 处 存在 时 , 它 是 EE 上 的 可 测 函 数 。 

定理 2 设 1(x) 是 可 测 | 案 上 上 非 氏 可 测 阔 数 ， 则 存在 一 
列 非 钠 递 增 的 简单 函数 gn(x): 

0 p(X) Ep XE" 

使 等 式 limpn《x) = 了 Cx) 在 玉 上 处 处 成 立 。 

定理 3 在 可 测 集 B 上 定义 的 两 个 可 测 函 数 的 和 、 差 、 
积 、 商 〈( 假定 运算 几乎 处 处 有 意义 ) 都 是 可 测 的 。 

定理 4 ( 叶 果 洛 夫 定理 ) 设 刀 是 是 可 讽 | 集 ， 和 玉 冯 + co， 
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1 (xzx)(2=1,2,3， … ) 与 1(X) 是 在 EE 上 几 平 处 处 有 限 的 可 测 
函数 ， Eh fa(x) | 在 已 上 几乎 处 处 收敛 于 fxz)。 则 fx) 在 


中 上 近 一 致 收敛 于 fx)。 
定理 5 ( 黎 斯 定理 ) 设 廊 (x) 在 巨 上 测度 收敛 于 jx)， 


而 m 忆 <+ co， 则 存在 | 记 (x) 的 子 序列 | fa (x) }， 几 平 
处 处 收敛 于 fx》， 

定理 6 (和 鲁 津 定理 ) 设 /x) 是 有 界 可 测 集 马 上 的 可 测 函 
效 ， 则 对 任意 的 >0， 存 企 闭 集 f CE, m(E -上 )<e， 而 
1 (x) 限 制 在 所 上 是 连续 的 。 

简单 消 数 的 勒 贝 格 积分 设 在 巨 上 定义 的 简单 通 数 
p(X%) 有 表示 式 


VX)= VS yrXeg(x) 
K=1 


其 中 各 er = 已 (CPP =yg ) 为 互 不 相交 的 可 测 集 ， 各 yg 互 异 ， 


而 Xer(x) 表 示 es 上 的 特征 函数 。 我 们 称 和 数 Sygmex 为 
过 
1 


何 单 函数 p(x) 在 五 上 的 勒 只 格 积分 ， 并 记 为 


| V(X) dm = 六 YEMeEr 
E 
k=1 
一 般 可 测 函 数 的 勒 中 格 积分 。 设 f(x) 是 有 界 可 测 集 E 
土 的 可 测 函 数 。 对 于 jx) 关 0 的 情形 ， 取 op(x) 为 任 一 满足 
在 上 和 的 积分 为 
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| f(x)dm = sup | pr) dm 


0<P<f 
若 此 量 为 有 限 数 ， 则 称 f(x) 在 玉 上 勒 贝 格 可 积 。 对 于 一 般 可 
测 函数 fx , 当 | f(x)dm 与 | f_(x)dm 不 同时 为 +co 时 ， 
称 f(x) 的 积分 存在 ， 定 义 了 (Xx) 存 EE 上 的 积分 为 
/ | frydm= | f(r)dm- | f_ dm 
当 此 量 为 有 限 数 时 ， 称 f(x) 在 玉 上 勒 贝 格 可 积 ， 


无 界 集 上 的 勒 贝 格 积分 设 /(x) 是 R*" 上 的 可 测 函 数 。 
{ 作 i} 是 R* 中 任 一 渐 张 的 区 闻 列 4A 于 …， U4 = 民 


若 极 限 


| 


lim | | fo | dm 


k=—>»00 7 AR 
存在 是 有限 ， 则 称 1(x) 在 EK" 上 可 积 ， 积 分 记 为 
| f (x) dm = lim | fx)dm 
n AR  ， 


kk 


如 果 f(x) 仅 在 R* 的 无 界 子 集 EE 上 有 定义 ， 则 定义 
| fodadm= | for) Xx)dm 


其 中 4 as 为 集 忆 的 特征 函数 。 
固 变 阔 数 ” 设 1 (x) 是 区 间 [a， 9] 上 的 有 限 洱 数 ， 涝 察 区 
间 [a, 如 的 任 一 组 分 点 ; 
a =Xo XX < Xs=b 
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(XO XL ss Xn) k 


7 
sup > few) -Ge 
=] 


b gp 
为 fx ) 在 [ae，5] 上 的 总 变 分 ， 并 记 为 V (f)。 若 V (1) < 
+ co， 利 jx) 为 [ae,p] 上 的 于 变 函数 。 
绝对 连 绕 熙 数 设 (a1,01), (a， , 心 ，) ，… 家 示 [a,b] 中 任 
但 有 限 个 互 不 相交 的 区 间 所 成 的 区 间 系 ， 如 果 当 
m (Y 《全 > 0 时， 有 
> 
A 
则 称 (x) 为 La，bJj 上 的 绝对 连续 函数 、 
可 异 师 数 ” 设 y(x) 为 连续 园 变 函数 ， 不 等 于 常数 ， 且 
7 《X) 一 0 ， 则 称 y(%x) 为 奇异 函数 。 
定理 了 (积分 的 绝对 连续 人 性) ” 设 j (Xx) 在 上 可 积 ， 则 对 
任 一 正 数 <。 ， 有 正 数 6， 使 当 me <6 (eCE) 时 ,就 有 
] | fx)dm| E 
定理 8 (积分 的 完全 可 加 人 性) 设 Fx) 在 可 测 集 已 上 的 


积分 存在 ， 尼 = U Ew E, 等 都 是 可 测 的 县 两 两 不 相交 ， 


f(b.) — f(a.) —> (0 


| foodm= S | fd)dm 


P| 


_1 br 
只 一 
定理 9〈 积分 的 线性 》 设 jx)，9(x) 在 妃 上 可 积 ， 
a、 上 0 为 常数 ， 则 / z 
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| Caf (x) +bg(x)Jdm=oa| foxydm+6| g(x)dm 
酝 天 a 四 


定理 10《〈 唯一 性 定理 ) | | fx) | am= 的 计 要 条 位 


是 f(xX) 一 0。 
定理 11 设 1(x) 是 [a,b] 上 的 可 积 淆 数 ， 则 对 任何 正 数 e; 


必 有 区 间 [a,b] 上 的 连续 函数 g(x)， 使 
| ,6] ] f(x)- -g(x) | dm “8 
定理 12( 勒 维 定理 ) 没 可 测 函数 列 满足 下 而 的 性 质 ， 
0 <f Cx) Ef (XE, lim fx) = f(x) 
则 fx) 的 积分 列 收敛 于 f(x) 的 积分 ， 
fx) dm = lim | faCx) dm 


定理 13( 法 杜 引 理 ) 设 f,(x) 是 非 负 可 测 函数 列 ， 则 
| lim fa(x)dmslim | fx) dm 
£00 >O00 + 


定理 14( 勤 贝 格 控制 收敛 定理 ) 设 
(1) {ff,(%) 是 可 测 集 已 上 的 可 测 函 数列 ; 
(2) |j (xz) [F(X)a.e 于 EFE,n=1,2,.…, 且 F(x) 在 EE 上 
可 积分 ( 称 {f(x)} 为 F(x) 所 控制 ， 而 (xX) 岂 控制 函数 ); 
(3) 1.《x) 测度 收 剑 于 FF (x) 
则 f(x) 在 EE 上 可 积 且 有 : 
| Acoam= lim | Acxzydm 


定理 15 区 间 [ a,6 ] 上 的 有 界 函 数 f(x) 为 R 可 积 的 充 要 


条 件 是 1(x) 的 不 连续 点 集 为 零 测度 集 ,又 , 当 f(x) 在 [ a,63 
旬 


上 玉 可 积 时 ， 必 定 也 工 可 积 且 两 积分 值 相 等 。 

定理 16 f(x) 是 区 间 [o， 站 上 的 癌变 函数 的 充 要 条 件 
是 它 可 以 表示 成 两 个 单调 增 函 数 的 差 。 

定理 17 fw) 为 [ a，6 ] 上 的 绝对 连续 函数 的 充 要 条 件 
是 存在 可 积 函 数 9(x) ， 使 


x 
f(x) =f (a)+ | 9(x) dm 


定理 18 ”定义 于 区 间 [a,b ] 上 的 圈 变 函数 (Xx) 可 以 分 
解 为 四 
fx) = p(x) TYOC) + Ox) 

其 中 g(x) 为 绝对 连续 隐 数 ，r(x) 为 奇异 函数 或 零 ， 而 2 (x) 
为 jx) 的 跳跃 画 数 。 


二 、 例 题 、 习 题 与 解法 


1. 证 明 f(x) 是 玉 上 可 测 函 数 的 充 要 条 件 是 ， 对 任 一 有 
理 数 r， 集 巨 (f >>?) 伍 可 测 。 如 果 集 所 (f=?) 恒 可 测 ， 亲 f(xX) 
是 否 可 测 ? 

证 必要 性 . 

根据 可 测 闵 数 的 定义 ， 必 要 性 关 然 成 江 。 

充分 性 ， 

任 取 实 数 a， 设 有 理 数列 {7s} 满足 71<?s <rs<…< 


rn Tr! 且 lim tn = 则 


E(f>a)= fl EC(f 7,) 
?一 上 
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因为 每 一 个 E(f>rs) 都 可 测 ， 所 以 了 ,Ef> ra) 


测 ， 从 而 玉 (f 宇 a) 可 测 ， 诸 /(x) 是 卢 上 的 可 测 函 数 。 / 
若 仅 有 EE(f = ") 恒 可 测 (7 是 有 理 数 )， 则 了 (x) 在 EE 上 不 
一 定 可 测 。 
例如 ， 设 EE =[0,1]， M 为 巨 中 任 一 不 可 测 子 集 ， 定义 


(v2 ,XEM 
ro -| 


-V3, XEE- -M 


则 对 任何 有 理 数 r， 巨 (f =7?) 为 空 集 但 可 测 。 但 fx) 在 EF 上 


不 可 测 ， 因 为 E(f> 0 ) = 凡是 不 可 测 集 。 

2。 设 f(x) 是 玉 上 可 测 函 数 ，G 为 开 集 ，F 为 闭 集 。 斌 
间 (JfEG)，E(fEF) 是 否 可 测 ? 这 里 记号 E(fE€A)= 
E(x: 1(x)€ A), 


解 (1) 设 G = Ua,68,)， 其 中 每 个 (ns) 为 G 的 板 
成 区 间 。 加 


E(feG)= UY [EfSad) NFLB)] 


| 


因为 1(%) 在 上 可 测 ， 对 一 切 #， Edf>adN EG<B) 
为 可 测 集 ， 所 以 U ,5E(f> ao) NE(f <B")] 是 可 测 集 ， 即 


EE(fEG) 可 测 。 : 本 
(2) 令 G =G 尺 ， 则 由 下 是 闭 集 知 G, 是 开 集 ， 人 而- 
E(fEG,) 是 可 测 集 。 z 
而 E(€EF)=E-E(EG,) 


91.、 


放 巨 (JE 已 ) 是 可 测 集 。 

3。 设 f(x)，g(x) 为 上 可 测 函 数 ， 试 证 E(f>9) 是 可 
测 集 。 

证 妈 {r} 是 全 体 有 理 数 所 成 的 序列 ， 则 


E(f>g9)=U [E(f>r,) NN ECg <r,))] 


事实 上 ,车 有 XxoE€E EC(f>9g)， 则 f(xo)>g(xo)， 必 
存在 有 理 数 ri， 使 f(xo)>rs>9(xo) ， 于 是 
,EE(f>r) NE(g<r,) 
从 而 


Xo U [E(f>r) NE(g<r,)] 
所 以 有 轩 
ECf>o)c U CEGU>m N Eg <rs)] 
反之 ,着 有 
x“ € U [ECU>m NEg<r)] 
中 存在 fo ,使 Xo,€ EE(f>ra6o) 几 E(g<rao) ,于 是 
f(xX0)>rro >g(x0), f(xX0) > q(x,) 
从 而 x,E EE(f>g9)。 所 以 : 
E(f>9)> U [CE(f>r) NN EC(g<r,)] 
太 | ni 二 1 
已 (f >9) = U [E(f>r) N Cgdr ) 


六 一 六 
又 ,fg9 皆 上 可 测 函 数 ， 对 于 一 切 m 已 (J>r) 与 
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EE(g<r) 沪 为 可 测 集 ,因此 上 [ECf>rm 人 ECg<r)] 是 
可 测 集 ， 故 已 (1 >9) 是 可 测 集 。 

4。(i) 证 明 S- 4,=lim(S- 4 

(ii》 设 4 是 下 述 点 集 : "为 奇数 时 ，A4。 = (0,1 一)， 
n 为 偶数 时 ，A。= (一 ，1)。 证 明 {4。} 有 极限 ,并 求 之 。 

证 (iD S-lim4, 


-SsS-N Uh-SNne(N V4) 


=SN [ve( U4 )|=sn| U nN G 4, | : 


_ R=1 n=k 


= 1 Isnt NeA, )|=U N (SNYGA,) 
k=1 “n=k kh=1 n=k 


= U 用 (5 — A,) 
k=1 n=Rh 
= lim(S — .A.) 


(ii ) 因为 U 4。 = 0, 对 任何 自然 数 /4 立 ， 
所 以 


II CD | 
lim A, = N A, = (0,1) 


k=1 n= 
” 另 一 方面 ， 当 h 为 奇数 (8 1 ) 时 ， 


n A, = (1 1) , P44 


1 二 RR k+l1 
当 故 为 偶数 时 ， 
04 (于 k+l ) 
所 以 
U Nn A,.=(0,， ] ) 
k=1 n=k 
BH lim A,=(0,1) 


因为 im 4.=lim 4、= (0,1) ， 所 以 {4,} 有 仆 限 且 
limA, = (0,1). : 
5。 用 你 a(%) 表 示 集 巨 的 特征 疯 数 ， 试 证 对 于 任 一 梨 
列 {E,}， 有 / 
A pe (*) = lim XE, (x) 


xX (x) = limX EF, (Xx) 


lim pp. 
从 而 集 列 五 ,的 极限 存在 等 价 于 函数 列 兴 BCx) 的 极限 存在 。 


证 祭 m 《2X) = 1 


¢> XE lim 已 ， 
售 {E,} 中 有 无 限 多 个 含有 * 
今 { 关 Ea(x)} 中 ， 有 无 限 多 个 取信 为 1 
SlimXE,(x)= 1 
所 以 使 函数 XE,g,(*) 取 值 为 1 的 点 与 使 函数 
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limX es(x) 取 值 为 1 的 点 完全 一 致 ,而 两 函数 Xi ，(x) 与 
limX p(x) 的 值 不 取 1 便 取 0， 因 此 使 两 函数 取 值 为 0 的 


点 也 必定 一 致 。 
故 
Xi Ba (*) = limX En (x) 
” 同 理 可 证 | 


A limEn(”) = lim X gp, (x) 


于 是 ， 集 列 {了 。} 的 极限 存在 
‘Slim 也， = lim E, 


YA limEs(”) 和 Ti (%) 


© limX En(x) = lim X En(%) 
今 函 数列 {XE.(x)} 的 极限 存在 
所 以 集 列 {E,} 的 极限 存在 等 价 于 函数 列 {XE,(x)} 的 极 


限 存在 。 
6。 设 f(x)， fn(x)(#=1,2,3,…) 是 定义 在 集 世 = 


“La,6] 上 的 实 函 数 ,， r+ 为 自然 数 ， 用 记号 Ed f,-f|< 
一 ) 表示 中 满足 |f,(x) -了 (x) | < 一 -的 点 所 成 之 集 ， 试 


证 但 im 巨人 包月 < 二 ) 是 如 中 使 六 () 收 锣 于 fx) 的 点 


集 。 
证” 攻 天 中 使 /xz) 收敛 于 f(x) 的 点 集 为 4， 则 五 由 使 
fx) 不 收 伍 于 fx) 的 点 集 已 = 巨 - A， 
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由 参 文 考 献 [1]74 页 例 工 知 
B= U TimE( -fT) 
因此 ， 把 上 看 成 基本 集合 时 ， 有 有 A= B。 所 以 


DO 


U Tin Edf,-f|>) | 


4= 多 有 = 多 | 


六 


-| U Nn J EUf,-f|>—) | 


f=1 R=1 


= NN U A [Ed1,-1> +) 


= MN lim Edf, -fl<7) 


疏 集 - Nn lim Ed, ~/ |<- -) 是 巨 由 使 1, (x) 收 伍 于 f(x) 


{。 议 上 是 [0,1] 中 的 一 个 不 可 测 集 ， 令 
x x*EE 
f(x%) = | 
-x xEE 
问 f(x) 在 [0,1j] 上 是 否 可 测 ? f(x)| 是 否 可 测 ? 
解 设 ! =[0;1]， 则 1(fx)>0) = 已 -{0}。 因 为 巨 
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水 可 测 。 所 以 吾 -{ 0 } 也 不 可 测 ， 故 j(x) 在 [0,1] 上 不 可 
测 .。 

而 | jz) =x，YE[0,1]， 是 [0,1] 上 的 连续 国 数 , 所 以 
fx)[ 必 在 [0,1] 上 可 测 。 

8。 设 { fj) 是 媚 上 可 测 函数 列 。 试 证 它 的 收敛 点 集 与 发 
散 点 集 孝 是 可 测 的 。 

证 设 {f} 的 收 伍 点 集 为 4， 发 散 点 集 为 8， 册 


A=E(limf,= limf,) 
om -一 一 1 
NE( limf, ~ liml, < 六 
因为 {f。 } 是 E 上 可 测 函 数列 ， 所 以 Jimf, 与 lim 卢 著 
互 上 可 测 函 数 ， 从 而 | fmf。 - lim f。| 也 是 上 可 测 函 数 。 
于 是 对 任何 自然 数 (| 下 豆 记 - lim fu|<- 革 ) 是 可 测 
集 ， 改 4= 用 E(|limf,- limf, | < -天 ) 是 可 测 集 。 
而 妃 = 巨 ~ 4， 所 以 f，} 的 发 散 点 集 也 必定 是 可 测 
集 。 
“9。 试 作 玉 =[0,11 上 的 可 测 函 数 f(x)， 使 对 任 何 连续 


国 数 g(x) 有 mE ( f 关 g )》 天 0。 此 结果 与 鲁 津 定理 有 无 巴 
盾 ? | : 


息 然 ，Cx) 在 E =[50,1] 上 可 测 。 设 glx) 是 B=[8,1J 上 
的 任 一 连续 录 数 ， 则 g(x) 必 在 巨 上 有 界 。 履 存 在 M>1， 使 
当 xE€ 时 ， 有 9 EY, 

在 [0， 入 ) 上 ， 因为 f(x)>M，, 所 以 在 [0， 矿 ) 上 


“ff(%) 才 g(x)。 故 E(f 关 9)>[0，wy ), 于 是 mE(f 关 9]> 
好 -> 0 。 即 对 任何 连续 函数 g(x) 痢 有 mE(f 关 9) 友 0. 


此 结果 与 鲁 津 定理 并 无 矛盾 。 
事实 上 ， 对 任 给 的 e> 0( 不 妨 设 。< 针 )， 存在 闭 集 
F= [ 二 -， 1]CE, m(E- F)=m[0,— “ -<e。 而 所 作 


的 函数 1(x) 在 下 上 显然 连续 。 

10。 说 f(x) 是 -co<x<+co 上 的 连续 函数，g(x) 是 
asx 委 ! 上 的 可 测 函 数 ， 则 f(g(x)) 是 可 测 函 数 。 

证 记 E = [a,b1, Ril=(~o00,+o00), 

因为 1(x) 在 RR! 上 上 连续， 所 以 对 任意 实数 C 有 R!(f > C) 
= Go 是 开 集 。 

由 于 EE(J (9(X%))>c)=E(g(X)EGo)， 而 g(x) 是 EE 上 
的 可 测 函 数 ,所 以 (g(x)E€ Go) 是 可 济 集 ， 从 而 EC(f (g(x)) 
>0) 可 测 ， 下 f(g(x)) 是 集 巨 上 的 可 测 函 数 。 : 

11。 设 1.(x) 是 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数列， 市 
f,.(X) 几乎 处 处 收敛 ， 则 存在 常数 C 己 正 测 度 集合 Eo EE， 
使 在 已 ,上 ， 对 一 切 4， 有 有 | f(x) | 志 C， 

证 由 题 意 知 ， 显 然 应 该 有 1 巡 >0， 且 可 假设 玉 有 界 
(否则 任 取 的 有 界 可 测 子 集 4, 使 0 <mA<+oo, 而 用 
4 去 代替 已 )。 
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证 法 一 i 
设 EE 中 使 ,不 收敛 的 点 所 成 之 集 为 Q， 则 m0 = 0, EE 
中 使 | ,|= + co 的 点 所 成 之 集 为 EE 则 mE。= 0，(n=1， 


0 于 是 m UE。=0. 


B=E- | ou ( U ,E")], 则 mB =mE> 0， 任 取 
x6E B， 划 f(x4) 对 一 切 n 都 是 有 限 数 。 因 为 {f(xo)} 是 收 
敛 数列 ， 所 以 sup 1 fa(X%6o) | 也 必定 是 有 限 数 。 
于 是 
B= B (suplf[<A ) 
k=1 nn 
因为 
B( sup | f, lh )= B( sup |f, |<R+ 1 ) 
所 以 : 
B= lim mB ,< 
人 
故 存 在 自然 数 反 。， 使 
mB( sup 11, [ko )> 志 mH 
全。 =B( sup | f, lk, ) C=k。， 则 mE。>0 且 对 


任何 XE 0 及 一 切 n， 都 有 |f,(x) | 委 C。 
证 法 二 ， 
因为 所 在 妃 上 几乎 处 处 收敛 ， 法 其 极限 画 数 为 F(C2)， 则 
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根据 叶 果 洛 夫 定理 ， 对 6 = 至: ,存在 集 局 已 ,使 m( 玖 ~ Es) 
<6= 9E ， 而 在 Es，f, 一 致 收 合 到 f(%)。 此 时 必 有 mE 


4 
~ mE, 目 f(X) 在 上 上 可 测 。 


再 由 鲁 津 定理 ， 对 s = 全， 存在 闭 集 Fc Es,m ( Es- 


F) < 了 好 mm > me 使 (x) 在 上 连续 。 因 为 f(xX) 
在 有 界 闭 集 玉 上 连续 ， 必 有 界 。 所 以 存在 名 >>0， 当 xEF 
时 信 有 |f (x) < 好 ， / 

因为 有 在 下 上 一 致 收 伍 到 f(x)， 所 以 存在 N， 当 n>N 
时 ， 在 上 和 恒 有 1f,~f|<1, 从 而 |fn1<M+1, 邑 n>N 
了 时， 在 已 上 1 有 和 +1 一 致 地 成 立 。 

下 面 再 来 处 理 ,1;,f ，…f yw， : 

因为 fi =1,2,…,N) 几 乎 处 处 有 限 ， 所 以 

mE(lfil=+%0)=0 1=1,2,.,N 

Edfil>7) DEdf1>r+1) 对 i =1,2, ,NN 及 一 切 

自然 数 ? 成 立 ， 而 


E(lfil=+00)= 0 E11>7) 
一 
lim Ed fl>r)= 人 E(fil>r) 
r-> oo r 一 


十 是 
lim mE fs|~>r)= 0 
1->00 


改 对 每 一 个 固定 的 1 ， 存在 相应 的 Yi1y 使 
060 


mE fl1>7) < mE 


取 r， = max(r,,r, 1 3) 则 mEd fo [>r0) <3 


人 253,…, 科 )， 故 


m JU Edfil>r)<5 mE(| fo [S10) <mF 
?二 1 


z yy / 
令 Eo=F- UU Edfil>ro), C= max(M+1,70), 则 
i=1 


mi 下。 0， 且 在 EE。 上 恒 帮 |f,(X) | 委 C 对 一 切 2 成立 。 
12。 设 函数 列 f,(x) 在 巨 上 测度 收 化 于 f(x)， 且 f(x) 
9(%) 在 上 几乎 处 处 成 立 ,n =1,2,3,…。 试 证 f (x) g(x) 
在 中 上 几乎 处 处 成 立 。 四 
证 因为 函数 列 f(x) 测度 收敛 于 7(x)， 所 以 存在 子 函 
数列 了 几乎 处 处 收敛 到 f(x) 。 令 | / 


= U E. (f»>g) UECT, of) 


二 1 


则 mA = 0 而 在 Eo =E 一 4 上 ， 全 有 jy < 县 收 伍 于。 
所 以 (x) = lim fn (x)<g(%) 在 E ,上 处 处 成 立 散 f(%) 


ko 


<909 在 上 几 妇 类 记 立 本 
。 设 函数 列 f(x) 在 有 界 集 E 上 近 一 致 收 化 于 f(x%)， 
汉 汪 fa) 几 衬 处处 以 久 开 fa z 
证 ”因为 f.(xz) 在 瓦 上 近 一 致 收敛 于 f(x)， 所 以 对 任何 


自然 数 +， 存 在 可 测 集 ErCE,mE， .-;-, 在 EE, 上 f(x) 
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一 致 收敛 于 fx) 。 
令 忆 = F,, 则 oC 上 .对 一 切 ? 成 立 ， 所 以 mE < 
r= 二 1 
mE, < 一 -对 一 切 自然 数 7 成 立 ， 故 mE。= 0 。 


又 EF_E,sENGE,-EN (% NB, ) 
= 玉 作 (UYE, ) Nn 


= U (E- 已) 
一 


所 以 任 取 xoEb 上，， 必 存 在 ro 使 xo EE- Er。， 从 
而 (X00) 一 > 有 (X06)。 改 1,(X) 在 电 ~ 玉 ,上 处 处 收敛 于 f(X)。 
而 mE 上 。 = 0， 所 以 访 (x) 在 妈 上 几乎 处 处 收敛 于 jx) 。 | 

14。 设 了 .(%) 测 府 收 敛 于 了 (Xx)， 而 fn.(X)~gn(X)，h= 
1,2,3，…， 则 有 g(x) 测度 收 化 于 / (x)。 

证 为 撤 玉 方便 ， 芭 在 可 测 保 上 盛 上 讨论 问题 。 


今 4= JU EE(f, 关 9,)， 则 mA = 0， 任 给 o> 0 ， 因 为 


pd gf In Ed f,- fl>0) UA 
所 以 | 
Mi 已 (| 9 一 上 > em f, -1 lo) 
对 任何 n 成立。 
由 于 f(x) 测度 收敛 于 f(x)， 所 以 
lim mE (| f.-f |l>0)= 0 


02 | 


于 是 : 
lim mE(| og- 了 >o)=0 


7 一 > CO 


故 在 玉 上 也 有 g(x) 测度 收敛 于 f (Xx)。 
15。 设 f,《%) 测度 收敛 于 fx) ， 且 fx) f+;《X) 几 乎 
处 处 成 立 ，2 = 1,2;,3,，…。 则 几乎 处 处 有 f (0(x) 收敛 于 jx) 。 
”证 为 叙述 方便 ， 设 在 可 测 集 巨 上 讨论 问题 。 
因为 f， 《2) 测度 收敛 于 # (所 以 征 在 子 四 数 妈 fn, (x) 


在 妃 上 几乎 处 处 收敛 于 7(x) 。 
9 一 工 
则 mA= 0， | : | 
设 上 ,= 上 -A4， 任 取 xoEko， 则 f(x) 和 fn41《X0) 对 
任何 tt 成 立 ， fn, (X0)—>f (Xo), 
因为 {fn(X0o)} 是 单调 递增 数列 ， 所 以 
f (Xo) = lim fan, (x0) = lim fn(%) 
即 在 EE。 上 处 处 ff， Co 所 以 在 上 上 几乎 处 处 
有 j， 人 收敛 于 jx) 。 
。 设 mE <o%0， 几乎 处 处 有 限 的 可 涡 沪 数列 了,(x)， 


.0D 分别 调度 收 全 于 fx) 9(%)。 试 证 fa(%)。9.(X) 测度 
收银 于 (xx)。9(X)。 


提示 用 公式 0b= 二 fo+b2- Co-D 


证 ， 首 先 证 明 ， 若 f。《%*) 测 度 收 敛 于 A(x)， 则 ;2(x) 必 
63:、 


测度 收敛 于 f?(x)。 
用 反 证 法 ”车 六 ?不 依 测度 收 伍 于 大， 则 存在 ceo>0， 使 
lim mE (| 1- /1>oo) #0 


于 是 必 有 有 子 了 数列 [f4，}， 满 足 - 
dim mE Cl /2 -f° |>00)=1i-0 
男 一 方面 ， 因 f ;测度 收敛 于 f，fn， 也 必 测 度 收 敛 于 /， 
于 是 存在 子 列 /。 几乎 处 处 收 化 到 f， 所 以 J 名 也 几乎 处 处 收 
入 到 f， 从 而 /a 测度 收 全 到 f?， 这 与 lim mE (C13, -| 


宇 go。) =1>0 相 矛盾 ， 所 以 ?测度 收 钱 于 f?。. 

其 次 再 完成 本 题 结论 的 证 明 。 z 

因 了 测度 收 伍 于 f，g; 测 度 收 全 于 9， 所 以 f, 土 9 测度 收 
伍 于 ffg， 从 而 (fn 二 9x)’ 测度 收 钱 于 (ff 二 9)?， 

于 是 

fn* qn = yf 十 9) 一 (六 一 9 | 
依 测度 敛 收 到 
人 15+902- (9 和 = 

17。(1)〉.(R=1,2,3…) 皆 可 测 集 ,= UE 试 证 ， 
”f(x) 在 上 可 测 的 充 要 条 件 是 ，f(*x) 在 每 个 EE,(k=1,2， 
3,…) 寺 可 测 。 : 

(2) ” 若 上 ,( 4E€ 4 ) 党 可 测 集 ,4 为 不 可 列 的 指标 梨 
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E= UE (1) 中 的 结论 是 否 仍旧 成 立 ?为 什么 ? 
三 ~ i 
提示 (2) 结论 不 再 成 这 。 
例如 ， 取 EE,={/1 }， AE€ [0,1 = 44， 上 是 4 的 任 汪 不 
可 测 子 集 ， 且 假定 0E 8B。 则 


f x XGCG 也 
f(xX)= z 
一 区 XE A-B 


在 每 个 中 "上 可 测 ， 而 在 已 = 世 ? 上 不 可 测 。 


， 没 f(D) 在 忆 上 可 测 ， 0( 几 ) 是 fCE) 上 的 音调 了 数 ， 
mod CEE Fal 
。 设 (x) 在 EE 上 可 测 ， B 是 KR' 上 的 波 寺 证 尔 集 。 试 证 
三 ni. 
是 R! 上 任意 可 测 集 ， 六 1( 4) 是 否 必 定 可 测 ? 
是 (1) 当 G 是 开 区 间 , 开 集 、 闭 集 时 ,分 别 证 明 f 7! 
(G) 可 测 ， 再 证 /1(8) 可 测 。 
(2) 当 A 是 KF! 上 任意 可 测 集 时 ，f"'(4) 不 一 定 可 测 。 


例 ” 设 Po 是 康 托 完备 集 ， 称 其 长 为 去 的 余 区 间 为 第 K 


级 余 区 间 。 第 KK 级 余 区 间 从 左 往 右 数 的 第 i [个 记 作 中 
定义 ， 
21 一 1 


+ 当 x€ cf 时， K =1,2, 5 
p(X) = 1 = 1,2, 3， ,2™ 


x+ sup {9(E)} xEPs 时 


可 以 证 明 ，g(x) 存 [0，1] 上 连续 且 严 格 单调 递增 。 


-1 
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设 pCPo) = 于 ， 则 m=1。 以 4 表示 上 的 任 一 不 可 测 子 
集 ，/ 下 示 g 的 反 函 数 ， 显 然 /是 [0，2] 上 的 可 测 函 数 县 4 = 
1/(40)CPo， 故 A 可 测 ， 但 f 1(4) = A。, 却 不 可 测 。 

20。 设 巨 是 R11 上 有 界 可 测 集 ，f(Xx) 是 上 几乎 处 处 有 
限 的 可 测 函 数 , 则 对 任意 0， 有 闭 集 F CE 及 g(x)€ CRi， 
网 z 

(1) 当 xEF 时 ，f(x) = g(x); 

(2) m(£- FF)<e。 

提示 ”出 鲁 津 定理 得 所 需 的 闭 集 让， 并 设 合 下 的 最 小 闭 
区 闻 为 [c,d4]，[c,d] 一 下 = UYU (ci,di;)， 于 是 


Le 


当 xX< 魏 4 或 Y 志 时 


0 . 

jw) 当 x 乓 五 时 

/1(e) 当 xE (a,0) 时 
9(X)= : px : 

fd). pi XE (qd,60) 时 


] z 
jf Ce) 十 {c= (en) (X-C,) 当 x (Ci, d,) i 站 
\ tCe 


即 为 所 求 。 

21。 忆 是 入: 上 有 界 可 测 集 ，7(x) 在 妃 上 几乎 处 处 有 限 ， 
则 了 (x) 在 玉 上 可 测 的 充 要 条 件 是 ， 有 RR! 上 的 让 续 浮 数列 
{pn(X)}, 使 lim pa(%)=f(%) 在 E 上 几乎 处 处 成 立 。 


22。 和 鲁 津 福 理 中 ， 将 连续 函数 改 为 多 项 式 , 成 立 不 成 
六 ? 为 什么 ? : 
提示 不成立。 
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不 妨 设 瓦 =[0,1]， f(xX) = sinx, 若 对 e 0， 和 有 闭 焦 卫 
一 [0,1]，mP 守 1--， 使 得 在 FF 上 
f(xX)=sinx=a,X*+an 1X8 十 … 十 QIX 十 G0 
则 在 严 上 sinx 一 (axs+an- 1X* 十 …+aiX+ao) 的 任何 阶 
守 数 都 行为 0 ， 表 明 sin x 或 cos x 将 在 [0,1] 上 有 无 限 多 个 
wh 这 显然 是 不 可 能 的 。 
3。 设 f(x) 是 区 间 [a,6] 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函数 ， 
则 对 于 生意 的 e>0 及 06>0， 恒 有 闭 集 了 Crae,p] 及 多 项 式 
P(x)， 使 wmf-06-a~-8， 而 在 F 上 f(x)- P(x) <z。 
24。 重 津 定理 中 ， 如 果 取 se= 0 结论 还 对 不 对 ? 为 什么 ? 
提示 纺 论 未 必 成 立 。 
例如 ， 取 忆 = [0,1]， 无 处 稠密 集 4 满足 mA>> 0 且 4AC 
已 ， 作 函数 
1 xXE€ 4 
f(xX)= 
0 xEE-A 
则 不 管 已 ,是 瓦 中 什么 样 的 零 测 度 集 ，/(x) 在 忆 - 互 , 上 者 不 
可 能 连续 。 
31。 mE<+o0，f 及 f, Ca=1,2,3…) 是 马上 开平 处 
处 有 限 的 可 测 函 数 。 试 证 ，f， 在 上 依 测度 收 钙 于 了 的 充 
要 条 件 是 ， {f4} 的 任 一 子 序列 {fn，} 中 ,存在 子 序列 {fn,,} 合 
lim fo ， = /在 上 几乎 处 处 成 立 。 


提示 “充分 性 的 证 明 可 采用 反 证 法 。 

32。 浆 JGx)，9(x) 都 是 号 上 可 测 国 数 ，g(x) GE 志 ， 且 
几乎 处 处 成 立 F(x) 委 9(x)， 问 J(x) 是 否 可 积 ? 

解 ”f (x) 未必 可 积 ， 例 如 ， 
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已 = [0,1] , g(x)=0 


z 2 xXE(,1] 
| —4 xE( 才 ， 过 ] 
| 。 
| 。 。 
f(x) = 1] 1 
一 2% XE (on » on-1 ] 
| 
| 0 x=0 
显然 g(x)EL，f (x) 志 g(x)。 但 


| f(x)dm= > (- 2*) -2 = -cc 
[广大 还 存在 (x)EL， 使 (x) 所 f(x) 所 g(x)， 
WfCx)EL. 
83。 人 芭 /j/(x) 于 呈 上 可 积 ， 令 = E(IfI 写 n)， 则 
lim mE£, =0 


证 法 一 ”因为 /(x) 在 上 可 积 ， 所 以 
| fod dm=S < 


但 S>| 。 [f (x)| dm | ndm = nemE 
所 以 mEs< -5 
改 有 lim mE,=0 

n> 00 


证 法 一 ”根据 可 积 函 数 必 几 乎 处 处 有 限 ， 得 
68 


mE(If| =+co)=0 


但 (If| = + ce) = 站 已 ,， 且 { 巨 ,} 为 一 渐 缩 可 测 集 列 ， 志 
参考 文献 [1] 第 二 章 定理 3.6 得 


lim mE ,= mt( A )=mE( fl=00)=0 


LE 


34。 股 在 康 托 闭 集 忆 .上 定义 函数 Fa) 为 过 ， 而 在 二 。 
的 补 集中 长 为 -55 的 构成 区 间 上 定 义 f(x) 为 n(n=1,2，3， 
'…: )，, 试 证 FE 志 ， 并 求 积 分 值 。 ~ 


1 
证 令 e, 为 Co 中 长 为 -3 的 各 开 区 间 之 并 (n=1，2，, 
3,.…), | 


Go= Ue, mE ,= -gn —— 
n=1 
令 t XEeE (t=1,2,...,7) 
f(x) = 天 
0 XEL0,1 Ci 
1 一 工 
则 简单 国 数 列 {f,(x)} 满 足 


0<f1 x) Rf NRX) ER 
lim f(x) = (xXx), xXE[0,1] : 
fd, 


由 参考 文献 [1] 第 四 章 的 基本 引 理 的 注 得 


| 1 me lim n | f(x) dm 


[0,1] 
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这 就 证 明了 f(x) EL, 且 其 积分 秆 为 3， 
35。 设 1(x) 宇 0 为 可 测 惠 数 ， 邻 

治 < 

{fCx)}, | 1 (x*) 1 (A) En 


0 右 ] (x) >n 
则 当 j (wx) 几乎 处 处 有 有 限时， 有 
|im | 0hdm=|, f(x)dm 


下 


证 令 44= 忆 (ff=co)， 则 m4=0. 于 是 
| weoan=o 人 cohdmca 
改 有 
lim| {fw udm = | rcodn 


人 
Un (Xx) =| i (x f(x 


0 其 它 n=1,2," 


则 
1 OO 
{ f (x) l = > Up(x) f(x) = 2 uplx) 
" k=1 k=1 
趾 当 演义 献 [1J 第 四 剖 完 理 3， 1， 人 但 


| f(xdm= > | Up(x) dm 
SB-4 p12-4 z 
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1 
= lim >| UnCx) dm = lim | 《FFCx) jd mr 
nc pst | 
因此 
lim| {fn Ydm ~ 


lim| {fx }y.dm 十 lim| {fx) 》 dy7r 


-| fox)dm+| f(xdm=| f(x)dm 
用 BH- A FH 

36。 贡 由 L0,1] 中 取出 个 可 测 子 集 世 ,EE,,… 上 ,。 假 
定 [0,1] 中 任 -一 点 至 少 属于 这 1 个 集中 的 g 个 ， 试 证 必 有 一 
集 ， 它 的 测度 大 于 或 等 于 gq/n。 


ti 
证 令 (x)= > XE (x) x EL0, 1 
kh=1 
其 中 Xa 《x) 有 表示 上 的 特征 函数 。 由 题 设 9(x) 守 q, 于 是 得 


1? 
> 1] XsC*)Om = Y wp， 
k=1 R=1 
四 上 ， Pi,E,,…, 上 ,中 必 有 一 集 ， 它 的 测度 不 小 于 qa/n。 
37。 勒 维 定理 中 去 掉 函 数列 的 非 负 性 假定 ， 结 论 是 否 成 
立 ? 
解 ”未 必 成 立 。 例 如 在 [0,1] 上 定义 
1 
fax) =| NY “Em 1 = 二 ,2 
0 X=0 
了 | 


/xy =0 
则 有 fx) 所 f(x) Sf (x) fA(X) 
/ lim f,.(xX) ={(x) 


n 
但 
| fn Cdim = -co N=1,2,. 
J fam -0 
显然 lm。 fe)4m -i017 694m 的 结论 不 成 立 


[ 注 ] 容易 证 明 , 若 存在 9(x) EL 满足 9(xX) 所 (xX) 所 
f(xX) 忆 … 志 f(xX) 志 …， 则 惑 维 定理 的 结论 仍 成 立 。 
38。 设 mE >0， 又 设 瑟 了 上 上 可 积 国 数 fx)，9(x 7) 满足 
f(x) g(xX)， 试 证 / 
| dm < | gdm 
证 ”因为 9(x) ~ 了 (x)> 0， 所 以 
| 5o(x) -fxydm > 
着 
| ce ~ fx) Jdm=0 


出 
g(x%) —1(xX)~0 


5 题 设 矛盾 ， 故 得 
| f(xydm~| g(x dm 
a E 
39。 设 1(X) 为 EE 上 可 积 函数 ， 如 果 对 任何 有 界 可 测 汤 
数 p(X), 都 有 : 
72 


(fp dm =0 


则 jf 一 0 
证 仿 / 
GD= 1 1 xEE(f>0) 
9 1 xyeEECr<0) 
因为 
中 a1 
E(wm> a)= E(f>0) -1i<a<!l 
E ao —1 


所 以 g(x) 为 EE 上 的 有 界 可 测 函 数 。 由 题 公 ， 有 
(fg) dm= {fn dm=0 


根据 瞧 一 性 定理 ， 得 1 一 0， 
40 。 设 1(*) 是 [0,1] 上 的 可 积 四 数 。 车 对 任何 cC0<。 
<1) 但 有 : 
| yf dm=0 


则 一 0。 
证 法 一 出 题 设 ， 显然 有 


于 是 对 任何 开 区 间 Cas Bc C011)， 有 
J fodm= | BC2)dm ,jean 
从 而 可 知 ， 对 任何 开 集 C = (az 有 - 


| yeodm= 之 | ,i) yf (Xdm = 0 加 


13 


对 于 (0,1) 中 的 任意 闭 集 已 ，CG= (0,1) -已 是 (0,1) 中 的 开 
集 ， 有 
jam= ycodm-| fdm=0 
若 在 = (0,1) 上 ，f 一 0 不 成 立 ， 令 
E!=E(f>0) E,=E(f<0) 
则 mE 1，m 上 ,中 至 少 有 一 个 大 于 等 。 不 妨 设 mEB1>0， 由 测 
度 的 十 义 ， 必 存在 闭 集 FCE1C(0，1)， 使 Euo>0， 测 
在 有 ,上 ，7Gx) >>0， 由 本 全 第 38 题 知 


| fondm 0 
得 出 矛盾 ， 因此 J/ 一 0。 
证 法 二 ”根据 积分 的 绝对 连续 性 ， 对 任意 的 e>0， ， 和 存在 
0 > 0, 使 当 eCE = (0, 1)， me <o 时 ， z 


| 


对 于 五 中 任意 一 个 可 调集 ”， 必 存在 (0,1) 中 的 开 集 
GS， 使 mh(G -9)<6， 于 是 


en 


<“g 


因此 
,foram |= fewam-) fewam ] 


-| 0am 


e 


由 e 的 任意 性 ， 尖 | 
| /(x)dm=0 

则 在 总 ， 的 全 -可 再 第 S 上 的 都 为 0。 特 别 地 ， 对 任 一 自 
?4 


然 数 并 > 


| f(x)dm=0 
E(f >1/n) 
但 
| f (x)dm> LmE (f > 一) 
E(f >1/n) 
所 以 mE(f> 一 )=0 - 
由 于 一 (x) 同 f (x) 一 样 符合 题 设 条 件 ， 所 以 
mb (-f>= 一 ) = 0 
好 +1 
mE( f<- ~)=0 - 
故 有 mE(II > 7)=0 n=1,2,. 
因为 
E(f¥0= UE > 下) 
本 
所 以 
mb (天 0) 去 ZEcl> 训 -> 0 
n=1 
Bf ~0, 加 
41. 证 明 | 二 2 -ln 二 dm = 加 B+) b> ~ 
(0,1) z 
证 在 (0，1) 上 ， 一 ln 让 = 一 b Xx?+s fnx, 


n=0 
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由 参考 文献 [1] 第 四 音 定 理 3.1， 得 


X 1 5 
i lal dm=- | xpts Jnx dm 
(0,1) 1 一 0(0,1) 
一 一 (KR) | 本 | d 一 ll i 
三 和 ” (P+nt+1)’ 
和 CD 


42。 求 极限 lm CR) | 2 SIn51X dx 


Ny oo ht 于 + 2 之 


4 . 
、 HX 。 
解 ”因为 本 SI nx 企 L0,1] 上 连续 所 以 仁 


[0,1]J 上 如 可 积 ， 又 因为 


却 
1 HX 了 sin 3x < nx = NX | 雪 
十 好 2X 工 十 02X2 1l+n2x? 
1 ~ 
日 
lim x 


相近 让 得 


3 
|im (| 了 村 —Sinsnxdx 


1 O00 


3 
= lim (LL La 
mm ) | i SINSHX dm 


L0, 4] 
{6 


= 0dm=0 


[0,1] 
48。 设 1,(x) 是 已 上 可 积 函 数 ，f。(x) 几 乎 处 处 收 伍 了 本 
FOX)， 且 
| f(x ldm<EK - 玉 为 常数 
则 了 f(x) 可 积 。 
mm(E-E,)=0 | fCx) dm=0 
E-Eo 
在 Eo 上，|f.(X)1 一 > |(x)| (n->c0), :出 法 杜 定理 ， 
得 : : 
| fC) 1dme lim | fcx) ldm<K 
Eo Eo 
所 以 . | 
| If(x) ldm= | If(x)ldm<EK 
E Eo 
- 即 f(x) 在 上 可 积 。 


A4。 设 (xX)，fa(X)(n=1,2,3,…) 都 是 上 上 可 积 图 数 ， 
fa《X) 几 乎 处 处 收 狼 于 f(X)， 上 上 : 


| [fn(X) Idm—> | f(x)1adm 


斌 证， 在 任意 可 测 子 集 eCCE 上， 
| fa ldm —> Wk 


€ 


证 ”由 法 柱 定 理 ， 有 
?7 


| {fCx) ldme Tim | [|f»C%) ldm 


€t 1 Cc 


| Meoldmslm | filam 
Ee 1 Ee 


由 数列 级 限 的 性 质 “lim(x,+y)= lim x,+ Timy,”, 


性 


符 上 得 


‘8 


| f(x) dm= | 


1 


| fx) dm 


fx) ldm- | 
Ee—e 


已 


= lim | [f(x)ldm-— | [fCx)ldm 
1 £ E—e 


> lim{ | fx) ldm+ | fox) 1am 


e ie 
一 lim | 


如 


+ lim | [fa lx)ldm- lim | [fCx)| dm 


Eagle 
E—e Ee 


| (x) ldm= lim | [f(x) ldm 
Er-e 1 2 


1 


= lim | [f(x) | dm 


© 


lim | flame | [f(x) ldm 


© 


‘<lim | [fa(x)| dm 


人 3 


所 以 ， 有 


e 


lim | fa %) [drm = | [fCx) dm 


45。 信 J(X) 存 (~co， co) 上 可 积 ， 则 
lim | |f(x+h)- f(x)ldm=0 


he>0 .05 co) 
证 因为 f(x) 在 (- co， + 99) 上 可 积 , 所 以 对 任 总 e>>0， 
存在 Wo， 使 
(xldm<- | Leildm<- 
(-c0,-N o+1) (Nn-1, co) | : 
于 是 ， 当 | 由 <1 时 ， 有 
[f(x+ hh) f(x) dm<e | x+ 有 dm 
(-00,~-No) (-c0,-N0) 


ee ee _e 
tan 
(~00,-N 0) / 
同样 可 证 _ 
[f(x+h)-— -foldm< 生 
(No, + oo) 

因 f(x) 在 [-N。-1， Nt+1] 上 可 积 ， 根据 参考 文献 [1 

第 四 章 定 理 2.8， 存 在 连续 函数 9(x)， 使 


GD) -9(z)ldm<- 

.£-No0-1,No+1] / 

由 9g(x) 在 [- No- 1,Nu+1] 上 的 一 致 连续 性 ,存在 0-6 1， 
使 当 | 让 < 时 ， 对 一 切 xEL- Nu,No] 有 


《19 


| g(xX+h)— g(x)|<—-e — TI 


于 是 
[g(x +h)— g(x) |dme | 2 dm= -性 
(No, No] [~-No,No0] 
从 而 
(|fx+h)- f(x)ldm 
[~No,Non] 


< | [f(x+h)~ g(x+h)|dm 
Fowo] 


十 | lg(x +h)- g(x)|ldm 
[~-No,No] 


Ete =e 
+ | go -fn dm er e+ 2 
[-No,N 6060] 


于 是 当 |1<6(6<1) 时 ， 
| rexrop-rxyldn 


《-co co) 


一 | |f (x+h)— fx) dm 
《-co -An) 


+ | th) fn adm 
[~-No,N0] 


t | |f (x +h)— f(x) |dm 
(N00, + o0) 


30 


一 十 2 —€ 
即 lim [f(x+h) -f(x)ldm=0 
z fh30 0, oo) / 


46。 充 /(xX) 是 (- co，co) 于 的 可 积 函 数 ， 试 证 
f ~^ (X) = | er(bdi 
(~00, 00) 
d TIX 
ff (%) dx | nn - f Dat 
《- co 00) 


证 对 任何 xE， 
f° (x+LXD 一 (2X) 
_ | | i fdt 


(-c90, 00) . z 
因为 | 
| it(x+tAX) er [<21f 0 1 EL(- coy eco) 
由 惑 贝 格 控制 收敛 定理 ， 得 
lim [f° x+ 4x) -f° 0%) | 


|im [ 2 X 十 Ax) 四 e |] fdi _0 
(-coyco 和 0 


此 即 f^(%) 在 (~ co，co) 上 连续 。 
今 。 
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ot 
g (X) = | < fo) di 
(-20, 00) 
则 


g(xX+AxX) ~ g(x) _ 1 


2 | 人 


-ix 
e -11 /DD 
| eh i 
-7?ix -iA 
-| ee -yD {0 a 
(-c0, co) 一 ?1 
| ee f 8) 


= 一 - 一 一 一 -me 
人 --- 一 
由 


一 了 AU 
ce en (~ Ax) 
tAx | 
<|If() EL(- co， co ) 
其 中 0 0 `1， 再 由 勒 贝 格 控制 收敛 定理 ， 得 


f (02) | 


d (X+AX)— G(X) 
A ~ im .ot AX) TT IX) 
dx 一 OCX) sp x 

~ 1im pi oAX 


AX™?0 oo 00) 


f (tdt 


= | e CD dt= /~ (x) 


《~c2， co) 


47。 设 / (xz) 是 (e,b) 上 的 可 积 函数 ， 试 证 
82 z 


lim | f(x)e' dx=0 
I (a,b) 
证 ”由 于 在 c，! 两 点 补充 或 改变 函数 值 ， 不 改变 函数 的 
可 积 狂 和 积分 值 ， 故 可 将 题 中 (a,D) 改 为 [ao,D]。 
(1) 当 f(x) 为 Fa,b 上 上 的 连续 函数 时 ， 令 
~ M= max |f(x)| 


xELa,b) 
YX， x* ECLao,b)], | x? —- x? | < 之 6 时 ， 有 
He) -fx < By 


对 [a,b] 作 分 割 ,a =X6 过 Xi 过 xX; 过 … < 之 xm=b, 使 得 
|xr— Xiri| < (R=0,1,.%,m—1), 则 


， ~1 - 
] | f(x)e dx ] = ] 》 ， | f (x)e' dx 
(a,0) z k=0F x 风味 
kK9 k+l 
Wan / ifx 
< >, | [f(x)~ fixie dx 
R=0cx,, XE+ 1 | . 
z mn -1 jp 
R=0C x,, Xr+1j 
Wi & 
<Pavs | I 
LX py XEe+ 1 z pp 
(a 站 
+M 2, ] | e dt 


k=0 LX Xet1 


383 


ni1~1 
二 一 一 一 -》， | dx 
2(0— a) So. 
LX XEt 1 
?有 一 


+ | | 六。 ee ]” 


| 
天 


7 于 1 ~ 


ee 一 YX) 二 人 及 
< F006), Cn Xi 十 


Mm 
Ee .< a 
2 ! 


于 是 当 !> 4 外 时， 有 


| | f(x) edx | 
(a; 0b) 


故 有 z 
lim | : flx)e dx=0 
(Ca,b) 
(2) 当 f(x) 在 [a,bJ 上 可 积 时 ， 由 参考 文献 [1] 第 四 各 
定理 2.8， 任 给 e>0， 在 [a,b1 上 存在 连续 函数 g(x)， 满 足 
|f Cx)— g(x) 1dx 2 
[a,b] 
由 (1)， 对 于 连续 函数 9(x)， 存 在 了 ， 使 当 上 > 时， 有 有 


| | g(x)e'r” dx / < i 
Ca,b] 
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| ， swear | 


< 二 | |f (Xx) ~ g(x)le'ixdx | 十 ] | z g(x)e' dx 
La ,5 [a;,b] 
<| |f C(x) ~ g(x)|dx + 2 + -=e 
Lo， b] 
此 有 即 证 明 


lim| f(x)e' “dx = 0 
i [ay 


48。 设 % 忆 <oo， 则 f (x) 在 EE 上 可 积 的 充 要 条 件 是 级 数 


2 mE(|f|>n) 


ni 二 1 
收敛 。 当 和 中 = co 时， 结论 是 否 成 立 ? 
证 设 E,=Eme|f1<n+1)， 则 
nmE, <| fx) ldme (n+ DmE, 


E, 
于 是 
nmE, < | |f C(x) |dm< > (n+1)mE, 
站 一 二 1 三 0 pb n= 
而 


nemb,= 》， > mE,= > mE (lf i>n) 


n=1 k=n n=1 


(nt+1)mE,= 3 n/m tnE 
1 一 二 
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所 以 


2 mE ID) < | f(x) ladm . 
一 了 n=0 "EE,» 


2, mE(f|Sn) +mE 
下 一 了 
在 fx) 在 五 上 可 积 ， 则 /2) 在 妃 上 几乎 处 处 有 限 ， 于 
-十 
2 EAI>DSs | tam 


二 1 二 0 fo 


= | |f (x)ldm< + oo0 


区 一 ， 着 乞 7E(AI> 有 <co， 则 /在 巨 上 几乎 处 处 去 


1 一 


上限。 又 据 m 刁 < ce， 得 


| |f (x) ldm= > | |f Cx) 1 dm 
已 


1 二 0 EE, 


Sp mflSn) +mE +o 


二 1 


在 Hi = co， 则 充分 性 不 成 立 ，。 例如 ， 设 =[1，co)， 


但 必要 性 仍 成 立 ， 这 是 因为 ， 当 f (xX) E 工 时 ， 沙 令 记 = 
86 


ECfFI 宇 1)， 则 mEo<o0， 且 1 EL 上 。)， 出 此 得 


> mEo(|f ln) < 
8 -= 下 


但 mEa(|lf|2n) =mE(fI2D =12 
于 是 ， 有 可 


》 1 已 (| 站 宇 们 二 co ~ 


n=1 
49。. 设 1(X) ,9(x) 分 别 是 定义 在 集 闵 ，Y 上 的 4x，7? 可 积 
冰 数 ， 则 h(x,y) = fx)9(y) 是 乘积 空间 4 x 上 的 可 积 泛 
数 ， 和 县 有 - 四 
| hd (pg、 7) = | fdn | gdy 
XXxY 从 Y z 
”证 (1) 当 f (x)= Xp(X)，9(y)= XE(》), 其 中 EE|, 
卫 ， 分 别 为 集合， 上 上 的 上 ，? 可 测 集 时 ， 
h(x,y)= XE xEs (XY) 
于 是 z | 
| hd(pyxy)=p(E.)y(E,) 
XXxY 
= | fdu | gdy 
x Y 
(2) 当 f (xz)，g(?) 分 别 为 二 ， 了 上 的 简单 函数 时 ， 设 


?7 和 
f(xX) = 2 a XE(X) 9(2)= 2 byx 
k=l / j=1 


E> 


网 
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h(x,y)= Vy 5 Gay Xp Ey (X,Y) 


k=1 了 一 工 
为 和 xY 上 的 简单 妆 数 ， 由 (1)， 有 


ni nn 


| h(x, yd (nu x») = 》， 》 arbiu (bv (EE;) 
XxY k=1 jij 二 1 


?11 


= Yau(E, ) by (Ey) 
k=1 1 三 1 


-| /oau | g(y)dy 
XY Y 
(3) 汝 zx) 之 0，9(y)0 时 ， 因 为 fj 在 和 4 于 4 可 积 ， 
所 以 在 上 存在 简单 函数 列 {f(x)}， 满 足 
Of NSEf NE XE limf,(x) = f(x) 
lim| Acodau= | ycodn 
+ bo Y 


同 理 ， 在 Y 上 存在 简单 沼 数 列 {9,(y)}， 恋 足 
O09 (VIEI (WEEIA(V RE limg,(y) = 9(y) 
站 


in gy) dy = | g(y)dy 
i Y 


因为 {f、 (IA xY 上 的 简单 水 数列， 满足 
Of 1 (X91 (I) Ef (xX) (FE Ef (XG,(y) SE 
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lim j(xX)9。(y) = 了 (X)9(7) = h(x,y) 


由 勒 维 定理 及 (2)， 得 


| h(x, ydundy = lim | fn (Xx) gn (yd udy 
XXxY “ XXxY 


_ im foOau | gly)dy 
天 x Y 


-J fedu| gd» 
-YY 
(4) 当 了 (XxX)，g(Y) 分 J Y Fn, ) 可 积 时 ， j 
j -在 4 上 4 可 积 ，9+，9- 在 上 上 ?可 积 ， 由 (3)，j.09f1-0-， 
f+9-， f- A 于 是 
= 有 -PP=(19g + 9g)- (六 9- +f- 91) 
XY 且 


| hadx 访 = gr+f-g)d nxy) 
XxXxY XXY 


ie 


-| (fr9-+f-g)dtnx yp)= | fdp | gidy 
XxY X Y 


+ aa] oa) pdn | g-dp 
Y 


六 


J f- dp | grdy 
Y 


™. 


frdu- | f-dr) (| oay-| 0 
x x Y 
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= | /dp | gdy 
x Y 


50。 设 (XX, 民 ,1) = (Y ,gp,) 为 勒 贝 格 测度 的 单位 区 间 这 
样 的 测度 空间 ， 巨 是 闷 xY 中 适合 下 述 条 件 的 集 ， 对 每 个 x 己 
每 个 y，: 与 X -五 ,都 是 可 列 集 ， 那 么 ， 正 是 不 可 测 的 。 

证 假设 EE 是 可 测 和 的 ， 则 有 


Cux ») (E) -| x n(x ydnudy 
l XxXY 


= | Xa(X, ydm dm 
XxXY 
由 Hubini 定 理 ， 
YRCX, Ydm dm 
XXxY 
| nEs(yydm= | mbEy (x) dm 
Y 全 
但 因为 上 ;与 入 ~ 上 4 为 可 列 集 ， 质 以 
mE,=0, mEY=m(X -{(X-L))=mA=1 
Pri 
| mb ,ydm=0 | mEvy(x)dm=1 
Y | ~ 
与 前 述 等 式 矛 盾 。 所 以 亚 是 不 可 测 肥 。 

51。 设 在 可 测 空 闻 ( 革 ,RR) 上 给 定 两 个 测度 jhHi， 令 4 
= gn41+0s42(01,0; 是 任意 实数 )。 试 证 存在 A 的 分 解 公 = 
AUB,，ANB=g$, 使 4 为 4 的 正 集 ，B 为 4 的 负 集 (4 的 堪 
各 4 的 定义 为 ， 对 每 个 可 测 集 已 ， 巨 4 可 测 ， 且 ACEn 4) 
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>0， 负 集 的 定义 类 似 )。 

证 首先 应 假设 41:，4: 中 至 少 有 一 个 为 有 限 测度 ， 否 则 
当 Giy 4: 异 号 时 ， 将 可 能 出 现 ce -~ oo 的 情形 。 在 此 假设 下 ， 
4( 玉 ) 不 可 能 既 出 现 +co， 又 出 现 ~co， 不 妨 修 定 

: -co <uU(E)E+ : 
易 见 ， 可 列 个 负 集 的 并 仍 为 负 集 。 攻 
B= inf{ACS):， 5 为 可 测 负 集 } 

又 变 {O 为 可 测 负 集 列 ， 满 足 


lim Au(B,) = 有 B= UB, 


虽 BB 是 一 可 测 负 集 ， 且 4(B) = 0。 
再 令 4= 关 -~ B， 可 证 4 为 正 集 。 事 实 上 ， 若 4 不 是 正 
集 ， 则 必 存 在 己 oC 4， 使 4( 6) < 二 0, 
上 ,不 可 能 为 负 集 ， 否 则 BUE, 仍 为 负 人 于 。 且 
un(BUE.)<n(B)=B 
与 8 是 下 确 者 相 予 盾 。 
因为 Eo 不 是 负 集 ， 所 以 必 有 ECE。， 使 h(E) >>0, 出 于 
-00<u(E,)<o0, 可 知 任何 EEE， ~co<u(E)<+to, 
事实 二， 因为 (Eo)=pu(Eo-E)+u(E), -oo<u(E- 
Ed)G+o0, 若 上 (EB)=+co， 则 (E060) = +c0o， 与 (EB,) 
“0 矛盾 。 / z | 
由 上 可 见 ， 对 任何 自然 数 %，EcEE。， 且 J(E)> 一 -的 


集 已 最 多 为 有 限 个 ， 将 4(E)> 一 -(n=1,2,…) 的 室 多 可 列 
个 集 五 排列 为 。 
E,,E,,.,E,,. 
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OO 
今 f=E,- U LE: 


k=1 
则 对 任何 含 于 卫 , 可 测 子 集 ， 必 有 (fF)<0. 因 此 下 ,是 一 
个 负 集 。 


又 上 与 妃 不 相 x， HuFo)=uE) -a UV En < 


4 (上 0o)<~0, 于 是 BU 了 6 为 贷 集 ， 和 且 jCBUF0)=1(B)+ 
4(1o)<p(B)=PB， 又 与 6 为 下 确 界 相 子 盾 。 

内 此 p(B。) ~0 的 假设 不 能 成 立 ， 所 以 4 为 一 个 正 集 。 

52。 研 究 函 数 /x) = 沁 的 可 微 性 ， 其 中 记号 

nC 一 0 

(小 } 衣 示 数 7 与 它 最 近 整 数 闻 的 距离 ， 例 如 {3.1}=0,1， 
{3.5}=0.5. 
解 ” 显 然 f(x) 以 1 为 周期 因此 我 们 只 要 对 0<x<1 进 
行 讨论 。 

右 将 [0，1) 中 的 x 写成 无 穷 小 数 的 形式 

X=0。 G0, 

划 1 YXY=QGiGo 0 十 0。aG in ye 
当 0.csiaa… 扫 村 时 ， (10%xX} = 0.0nr10n4 2 

而 当 0.a 0 一 村 时，{102x=1-0.a id 

可 以 证 明 ， 对 [0，1) 中 任意 的 x=0.a10s…aa…， 存 在 
数列 hm 《m=1,2,…)，、 当 ->co 有 时 ，h->0， 但 

-Ho (XxX) = Et Em Tf 


的 极限 不 存在 ， 于 是 A(x) 处 处 不 可 微 。 
92 


事实 上 ， 当 an 等 于 4 或 9 时 ， 取 局 = -10%， 和 否则 取 
hi, = 10 ”， 显然 当 1- Co 有 时， hn—>0, 而 


If 0) = Lt hin) 7 


{10"*(X 土 107m)} — {10°X} 
工 10” “全 TO 


士 10 


一 
一 一 人 人 人 


当 # 守 tm 有 时， 

{10"(x 1 10-")}-{10"x} = {10"%- - 10"}—{10"x}=0 
当 n < mm 时， : 
{10"(x+10-"m)}={10"x+10""”}= {10” %]} 士 10"m 
10m {10 (xX 十 0 {10° X} _ 
于 是 ， mf (%) 是 Emm 个 车 1 相 加 , 它 是 一 个 整数 , 当 m 为 奇数 时 
为 奇数 ， 当 tm 为 偶数 时 为 偶数 。 即 {Amf(*)} 是 一 个 琳 偶 相 
间 的 整数 列 ， 这 样 的 数列 是 不 可 能 有 极限 存在 的 。 

此 外 ， fx) 处 处 连续 。 事 实 上 ， 级 数 


CD 


y 0 %} 


n=0 


有 收 伍 的 优势 级 数 工 56， 故 在 ( -oveo) 上 一 致 收敛。 


又 级 数 的 每 一 项 器 在 (- co ,co) 上 连续 ， 由 数学 分 析 的 
知识 知 ， 甚 和 函数 大 xz) 在 (- coyco) 上 连续 。 
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53。 设 {f(xX)} 为 [a,b1 上 图 变 函数 列 ，fa(x) 收 化 于 一 
0 

有 限 员 数 1 (Xx), 且 知 V (f.) <EK n= 1 2，…)， 则 f(x) 亦 
阅 变 。 / 

证 在 [a,6] 上 任 取 一 组 分 点 
/ QG=Xo<X <X, < X=0 
则 对 任何 np， 有 

m 

Do | jxz) ~ fxs1) [EV EEK 


R=1 


而 
lim f,.(%)= (x) 


所 以 


ni 7 有 


yx fr = lim 1 xD-f xx [<s 开 
R=1 n> k=1 
» 

故 有 VS 
即 f(x) 在 [a,bJ 上 阅 变 。 

54。 若 浮 数 1(x) 在 [a，b ] 上 为 绝对 连续 ， 且 几乎 处 处 
存在 非 负 导数 ， 则 f(x) 必 为 增 函 数 。 z 

下 任 取 xx ELa，,D]， Xl <X,, 由 f (xX) 的 绝 对 连续 
性 及 f(x) 宇 0， 得 


fe -fee = f' (tdi> 0 
即 f(x,) 宇 f(x1)， 亦 即 1(x) 为 增 阔 数 。 
55。 讨 论 图 数 f1(X) = x“sin 
轿 变 性 ， 绝 对 连续 性 。 
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1 
7s (0 Xl 有 >0) 的 


解 当 a 记 BB 时， 在 [0,1j 上 取 分 于 Xo= 0 , Xn= 1， 
1 


i 
(n~ 1-i)x+- 
| 
So | 7CGxD) -jx iD)| 
1 二 1 
n—1 0 1 
oo ] a 
i=2( (nn~ 1 i)xt+ (CT + 一 二 一 
2 7 
71 一 1 
> | _ 1 一 1 | 
i=2 (1-1- Dnt+ (n- x+- 3- 
A z -1 一 1 
1 2 1 
> | (nit 1 | : 元 乒 ， R 
于 是 


VD = sup fn) - fx il= +oo 
1 一 工 


所 以 f(x) 在 [0,1] 上 非 周 变 ， 非 绝对 连续 。 
当 a > B 时 ， 若 x 关 0， | 


a-1.:» 1 
f(x)1 = lax isinl 7 


_ 1 
— Px” 4 1CoS | 


<CX 1 十 Bxe a™1 
因为 a-1> ~1，a- -1> 1, 所 以 f' (x) 在 [0， 1J 上 可 : 
积 ， 于 是 


(L) | f' (Wam= (R) | f’ (ydt 


9 


= lim Cf) | f’ ctydt 
一 站 4 


溃 
~ lim it*sin 2 / 
dO—>0 | 


站 
_xasin 上 _ 0 = f(x) 
Bede - 


故 由 参考 文献 [1] 第 四 章 定 理 6.8 知 ，(x) 在 [0,1] 上 绝对 连 
续 ， 甸 变 。 

56。 试 作 一 增 函 数 。 使 其 不 连续 点 处 处 稠密 。 

解 ” 设 [0,1]j 上 的 全 体 有 理 点 为 


G1 ,30903 9 On 


他 


》 ， ] 
fx) = 长 a, <X} a" 
0 
则 jx) 为 增 函数 ， 事 实 上 ， 若 xs >x1， 则 
tm， an<X,} to， an< xXx,} 
因此 j(x,) 宇 了 (x1)， 
男 一 方面 ，[0,1] 上 的 任何 有 理 点 a4 都 是 1(x) 的 不 连续 


XE€(0,1] 


X= 人 0 


点 ， 即 j(xz) 的 不 连续 点 在 [0,1] 上 处 处 稠密 事实 上 , 芳 


x>azx, 则 
f(x) - f(a) > 
因此 
far+ 0) ~ f(a > 
故 f(x) 即 为 所 要 作 的 函数 。 
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57。f (Cx) 为 [a,0] 上 的 可 积 正 丽 数 ， 设 0<g 荆 -ay 5 


={e: eC [a;9]，meq}， 试 证 


inf | | f(x) dx | ~.0 


eS 
58。 设 g(x)= suP {fx)}, px) = inf {frCx)} 
iEl iEl 


其 中 f(x) (E77) 为 可 测 集 玉 上 的 可 积 好 数 ， 试 问 g(x)， 
(Xx) 是 否 在 上 上 可 积 ? 
答 ” 当 1 为 有 限 集 时 ，g《x)，(x) 在 上 可 积 ， 否则 ， 
g《X)，(%X) 在 上 上 不 一 定 可 积 。 
59。 设 1(X) 丰 [a,b] 上 可 积 ， 商 在 [a,6] 外 等 于 0， 设 
1 Ty 
p(x) = 到 | f(tydt 
+ 瑟 


试 证 
| jp(x)idx < [flx) lax 


60。 假设 {fa(x) } 为 已 上 的 非 负 可 积 函 数列 ， 如 果 
lim | f(x)dx =0， 则 f(x) 测 度 收 鳅 于 0， 并 举例 说 明 


在 题记 下 个 能 得 到 了 (xX) 几乎 外 外 收敛 于 0，。 
61。 设 mE<+co, f(x)EL(E), E,=E([f|>n),， 试 
证 
lim n,mE,= 0 


1 一 OO 
提示 利用 再 四 瘟 习 题 2 的 结论 及 积分 的 绝对 连续 性 。 
62. 设 雪 已 天 co， 1,0,fn,9,. EL(E)Y, n= 1,2,.., 
| |f, ~ fidx-—>0, | 1g ~ 91dx--»0 (~—» CO ) 
EB . 
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| po-yfelde。 oroo) 
oy 


LI 7 escosxdx= 0 


n> 0 


63。 证 明 [一 


64。 设 了 ,jn = 1,2,…) 是 上 的 可 积 癌 数 ， f (xx) 几 平 
处 处 收 伍 于 fx)， | ax 一 人 | ~ |fldx (n->00), 


则 
(1) | faldx-> | | 六 ax (1—> Co ) 
F 五 


对 一 切 可 测 集 已 成 习 ; 
(ii | ,11 mldx-r0 Cryoo) 3 


Giip | Hodx- | fadx (n->o0) 
及 E 


对 一 切 有 界 可 测 范 数 9(x) 成 立 。 
65。 党 {1 (xz) 是 可 测 集 世上 的 可 积 函 数列 ， 旦 


并 | leeoldx ee 


7 一 工 
式 证 朋 
(i) > fCx) 在 上 几乎 处 处 收敛 于 一 几乎 处 处 有 
nl1 
腿 的 昭 数 了 (Xx); 


(ii) f(x) 在 上 上 可 测 ; 
(iii) ” f(x) 在 上 上 可 积 ， 上 且 


OO 


| fdx= TE | fd 


Hn 二] 
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686。 设 m 忆 <<co，EB 上 的 非 负 可 积 函 数列 {了 ,(X) } 满足 

(i) {ff.(x) 依 测度 收敛 于 F(x)， 

(ii) 任 给 e>0， 存 在 6>0， 使 当 eCE，me<6 时 ,对 一 
n= 1,2 ,…, 有 | fa(x)dx < 成 立 , 则 有 


(1) 上 (x) 为 号 上 几乎 处 处 非 负 的 可 测 函 数 ， 
(2) 在 (x) 在 已 上 可 积 ; 


(3 ) lim | frac)dx= | Fx) ds | 


-On 
、 Xl—y: 
67 。 设 /(Y，2) = NIT yi 定义 在 豆 = (0,1) x 


C0,1) 上 ， 证 (Xx,y) 在 上 E 上 不 可 积 。 
68。(i) 求 函 数 


0， 当 X= 0 

f(x) | 1~%, 当 0<x<1T 在 [0,13 上 的 总 变 分 ; 
5 , 当 X= 1 

(ii) 求 立 数 


x 一 1, 当 XxX<<1 
f(x%) | 10， 当 x=1 在 [0,2] 上 的 总 变 分 。 
X2， 当 X>1 

69. 1 (> ) 在 [ce,2] 上 为 团 变 函数 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 
这 样 一 个 增 函 数 p(x)， 使 对 任意 的 YE[a;p]，Ap> 0 (x+ 
AGE[e,b) 恒 有 
(f(x +h)-1(x)|Ep(x+h) -p(x) 
70。 设 (x) 和 g(x) 是 [a,b6] 上 的 阅 变 沙 数 ,证 明和 集合 
{(f (XxX)，g(x)): XELa,b]} 不 可 能 充满 一 个 正方 形 。 
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71。 效 变 连 续 函 数 的 一 致 收效 级 数 之 和 是 否 一 定 是 转变 


函数 ? 
OO 
答 不 一 定 , 如 考虑 定义 在 [0,1] 上 的 级 数 > f.(X)， 其 
n==1 
ii 
sinnmx!i X(tf+1)~1i1 
Vi 1 1 ， 。 
fn(X) 加 XET 7 J 二 
+ 1 Hn 
0} XEL0,11—T-- 9 二 时 
| n+ 1 nn ， 
9 一 1] ， 2 ,1 
172。 试 证 ， 沪 了 (Xx) 在 [a,b6]J 上 满足 Lipschitz 条 件 ， 
则 了 (%) 在 [a,6] 上 绝对 连续 。 反 之 是 否 成 立 ? 
区 及 之 不 一 定 成 立 。 
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第 三 章 函数 空间 L? 


一 、 菇 本 概念 和 主要 定 还 


上 ,空间 设 p 之 1，、 浴 |f1? 在 可 测 集 E 上 可 积 ， 称 1 是 上 
上 的 之 灾 可 积 函 数 。 妨 宕 可 积 图 数 构 成 的 类 ， 称 为 二 ?空间 。 
记 为 L?( 上 ) 或 简 记 为 已 。 县 

= {f, | 1Fl1zdo co) 
对 于 f EL?， 称 
= Da 
为 了 的 范 数 。 范 数 {fjs 满 足 苍 数 公理 

(i) ” 11s 宇 9， 等 号 当 且 仅 当 一 0 时 成 立 ; 

(ii cj = fa|1f1,，a 为 数 ， 

(iii) jf+glop<ifls+lels, f, gEL? 

称 上 述 不 等 式 上 f+rg1s<1f1,+ 191s 为 明 可 夫 斯 基 
( Minkowski ) 不 等 式 。 

对 于 fEL?，g9€L?， 称 |f -9 为 1 与 9 之 间 的 距离 ， 它 
况 足 距离 公 型 : z 

(i) -gj 二 0， 等 式 当 且 仅 当 f~g 时 成 立 ， 

(11) 1f— gli。 = 1g- A 

(iii) ff-golo<1f -hlsp+ li- gi, fF, gheL 
于 是 ， 志 ?是 距离 空间 。 

本 性 有 界 函 数 空 间 ” 若 定义 在 可 测 集 三 上 的 可 测 函数 / 
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满足 inf sup ”|[f (x) |<<co， 则 称 / 为 E 上 的 本 人 性 有 


me=0 xEE”—e 
分 国 数 。 本 性 有 界 函 数 构 成 的 类 称 为 本 性 有 界 国 数 空 间 。 刀 
为 L” (上) 或 简 记 为 L”。 
对 fEL”， 称 
fl.= inf sup Jf (x)| 


me=0 xt Ee 

为 了 的 范 数 。 

相伴 数 与 答 尔 得 (Holduer ) 不 等 式 设 p>1， 9 满足 
等 式 一 一 + 一 一 = 1， 则 称 p，9 为 相伴 数 。 显 然 9> 1 ， 约 
定 ，0= 1 的 相伴 数 为 9= co，、p= co 的 相伴 数 为 49= 1、 

设 b>> 1，9 为 相伴 数 ， 则 对 任何 jEL?，g&@ZL，， 有 
fgEL， 且 有 不 等 式 

| fedm |<Hf1s1oh 

成 立 ， 称 此 不 等 式 为 址 尔 得 不 等 式 。 

强 收 敛 与 弱 收 敛 设 记 1,.€EL?, 站 一 1 ,4 ,*', 阁 fr 与 
/的 距离 ;fils 收 僵 了 于 0 《fn->oo ) ， 则 称 户 强 收敛 于 了 或 
称 f。 依 范 数 收敛 于 。 称 f 是 f 的 强 极限 ， 简 记 为 


ff 


发 fsEL n= 1，2 ,着 对 每 个 9ELe(-+ 


1 ps 
a 1 ), 都 和 


lim ,fagdm= | fg dm 


OO 


则 称 f4 在 L? 中 弱 收 敛 于 f， 记 作 f 了， 
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基本 列 与 完备 性 设 1; 是 L? 中 的 元 列 ， 如 果 当 fm 人 -> 
co 时 ， 有 |fm- fa1 一 0， 则 称 f, 是 L? 中 的 基本 列 。 如 果 上 ? 空 
间 的 任何 基本 列 f。， 都 有 f EL?， 使 1 一 >f， 则 称 L? 空间 
是 完备 的 。 
稠密 与 可 分 性 设 妈 是 上 的 一 个 子 业 ， 符 对 任 一 个 
EL2， 恒 有 元 列 9,E 4， 使 f -至 >f ， 则 称 4 在 马 中秋 
密 。 如 果 存 在 可 列子 类 A， 使 4 在 上 ”中 稠密 ， 虽 称 L? 具 有 可 
分 性 。 
传 立 叶 (Fourier ) 变 式 设 Fx) 是 (- co，co) 上 的 可 
和 [| 
f (1) = 2 | ~ f(x)e-tedx 
为 可 积 函 数 / 的 傅立叶 变 式 


、 1 » 、. 
设 fEL* -，， 则 元- | ， f(x)e-tedx 按 L? 党 义 强 


人 人 
收 倒 于 一 个 羡 数 1(1)， 称 之 为 1 依 上 :意义 的 傅立叶 变 式 ， 并 
记 为 
fy lim Ll (7 forye-ted 
( )=lim -于 | (Xx)e x 
两 个 函数 的 卷 积 ”两 个 函数 /(x)，9(x) 的 卷 积 指 
Cs)= | 7CDgCx-Ddi 
L:(E) 中 的 标准 直 交 系 设 mE<oo, w,EL: (EE) 上 是 


0 天/ 
| Qt sd ni = 
] =/ 
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则 称 {o*} 为 过 2:〈 五 ) 中 的 标准 喜 交 系 。 
定 还 1 上 ?是 一 线性 空间 。 
定理 2 设 fjEZ2 ， n=1,2， 四 举 fo >7, 出] 


| 
J"——*/。 


定理 3 上 ?空间 是 完备 的 。 

定理 4 俊 上 是 有 界 可 测 集 ， 则 L?(EE) 是 可 分 的 ， 

定理 5 〈 黎 晕 一 勒 贝 格 定 理 ) 设 feL。,。， 则 当 1-> 

人 
十 co 时 ， j(1)-—>0., 
信 

定理 6 设 X"f(%) 在 (~ co,c0) 上 可 积 ， 则 f (1) 为 f 阶 可 

人 徽 ， 且 有 等 式 


人 
i co 
ft CH) = | (XC ix)re ttsdx 


A / 
定理 7 设 /(x)EL? .,。， 1 (六 是 它 的 依 志 :意义 的 傅 立 


人 
叶 变 式 ， 则 JE 工 : 。，。， 有 有 有 巴塞 弗 (Parseval) 公 式 成 立 ， 
| lf (x) dx=2x | 
起 旭 8 设 1 EL，gEL， 则 右 
人 人 人 
(39) (1) = 2xf (1) y(t) 
EL ，g9EL? 时 ， 有 


人 
If C(t) ld 


人 人 
(Cf 9) (Et = 2 | (ug(u) etudr 
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二 、 例 题 、 习 题 与 解法 

1。 问 在 元 :中 弱 收 敏 于 /的 元 列 是 否 测度 收敛 ? 

解 ” 不 一 定 测度 收 伍 。 例 如 ，{sinnx} 为 L250,x]j 中 的 
元 列 ， 对 任意 的 /EL[50,x]CLLD0,x]， 由 柳 曼 一 勒 贝 格 引 
理 
lim | f(x)sinnx dm=0 


ni—> DC 


妈 {sinnx} 弱 收敛 于 F(x) = 0 ,但 对 任意 n= 1，2 ，… 
mb (|sinnx 一 0| 伍 二 ) 二 一 5 一 
所 以 {sinnx} 并 非 测 度 收敛 于 全 (%)。 


2， 设 在 L? 中 /一 > 1/， 又 1 29， 则 /一 9， 
证 任 给 Ee- 0，。 令 
El(e)=E(|/,- /i 守 e) 
则 


| fofhidm> | If flrdm>ermEne) 
Ente) 


由 | 17 f1*dm-> 0 即 得 
mb,(e)—>0 ( 1->»00 ) 
也 即 f 测 度 收 化 于 f. 再 由 歼 斯 定理 ， 存 在 子 列 {f。,}， 几 笠 
处 处 收 全 于 了。 而 {7 } 几 乎 处 处 收敛 于 g， 所 以 f~g。 
8。 设 ff.EL?(p> 1)，f,》/， 又 设 
| ,flrdm | ,lf lrdm 
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则 对 任何 可 测 子 集 e 玫 五 ， 有 
|. falodm> |, | Ad 和 


证 因为 1 一 > /， 所 以 |f,|" 一 > |f|?， 出 第 二 章 习 题 
4 ， 即 得 所 要 的 结论 。 

4。 设 fa(x) 是 上 :中 的 序列 ， 若 f; 测度 收敛 于 f，1fsl 
<K，K 为 常数 ， 则 六 -到 / 。 

证 因为 f(x) 测度 收敛 于 (Xx), 所 以 存在 子 列 
{fr.(x)} 几乎 处 处 收敛 于 f(x) ， 于 是 {f(x)} 几 乎 :处 处 
收敛 于 f(x)， 由 法 杜 定理 ， 得 

| Hzdmslin| ， fn dm<K’ 


feEL’, Elfl<t, 
以 下 不 妨 设 已 = (- co，+ 0 吕 )， 否则 在 多 EE 上 ， 令 f,(X) 
=0, /(x)= 0。 
(1) 人 先 证 对 上 ?中 的 任意 有 界 可 测 沼 数 g1(%) 有 
in| fn(XIGI (Xdm = | f(x)g1(x)dm 


由 于 g(x ) EL:, 对 任意 的 :>0, 存在 用 > 0， 使 


jw lotam<( oh) 
于 是 由 许 瓦 兹 不 等 式 ， 得 
ffllgldame{ | 1 fladml 


Ixl>M ix} PM 


x{ | 1g, dm \ $<e/2 
ixj>M 
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度 |g,(x)| SS， 已 ;=[- 财 ，1M], 则 对 任意 的 gc> 0 ， 
| fof lg drm 
已: 


= | ff gl dm 
1( | rn 一 了 | op 0) 


+ | fo fl lgsl dm 


Ei(lfn~—f|< 0o) 


<s| fa-fldm+SomE, 
Ei(lfn—fi» 0) 


< 引 | ffladml | dm | 
Ei(lfn—fl» o) | (| fn—fl> o)) 
+ SombE, 


<2K5 {mE, 上 所 -月 二 5) li+ 2 MSo 


取 o < jys， 固定 o， 因为 
lim mEClf-fl2 0)=0 
他 一 > OO 

所 以 存在 必 ， 使 当 n>>NN 时 ， 

十 是 当 n > 六 时 ， 


,~flelgldm<e 4 6 oe 
| 1 floddm<s + ee 


| Peram - | faran < dm 


x 
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-| gl dm + | ff gd dm 
1x| >M 1 


iim | fgrdm = | fgidm 


E E 


《4 ) 计 /一 >/. 
任 取 一 个 0(x)EL?, 由 参考 文献 [ 1] 第 五 章 引 理 2。1， 
对 任 给 的 。 -0 ， 在 志 * 中 存在 有 界 可 测 函 数 g;(x)， 使 
-Ee 
9 -gl < 
由 已 证 的 ( 1 )。 存 在 入 ， 使 当 n - NN 时 ， 


| (fn —f)gidm |<e/3 
lz 


于 是 


| | (f» ~— fgdm / 


| 
| 


|e 
< jn(g-9) ) am 


/ 


1 Fa 


十 


Ch audn| / 


+ | fg dm 
| 8 

lg-g91l | + /3 
+ .jg-gl 


ee Le . 
~ 3K K+e/3+K 3K 二 £ 
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lim | f gdm -| fgdnm 


E 加 
由 9g€ 上 的 往 意 性 ， 证 每 了 fs 一 >/ 
5。 设 F(x) 是 L?*《 pp~1) 中 某 个 元 的 不 定 积分 ， 则 源 近 
Fort Fe)=oht 天 (Ch—>0) 


vr 
证 设 F(x) = | fodi,， fd)eELr， 则 


x 十 上 
F(x+D-F |< | #0 | at 


1 


x 十 有 
< | f(D) rar! 
~ 1- 二 
< a ? 
多 
1 


< ht ? =。 (hn ?) 
Ch->0) 
6. 设 了 fiEL? (p>1)，f, 一 >f ， 则 在 L? 中 ， 
f, 一 >f 的 充 要 条 件 是 ls 一 > 上;. 
证 必要 性 ;由 上/ II |< 1 Al， 即 可 得 。 


充分 性 ， 对 任意 的 e 盖 0， 因 为 ffE Le?， 即 1f1?EL， 所 
以 存在 六 ， 使 
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工 1 
1 Ee Nn 
fr) pdme <5(2)? 
| CX) | "| 3 (2 ) 
设 户 ,=(-o0，- 代 )U(K ,oo,) 因 为 上 ff,|p- 一 > 上 ffi,p， 且 
f, 一 > f， 由 本 章 第 3 题 知 
1 


ani 
i fs Pam! 一 上 vean 


于 是 存在 以， ， 当 n> 入 时， 有 
1 
{fhend’ < (4) 
| pfranel[], fe pdm] 
1 pn 
"(Joram]e! < 


因为 |j slp 一 > 上 fp， 所 以 存在 N,>>N,， 当 n>NN; 时 
folls <lflls +1 


因此 


又 f. 一 > f， 放 在 巨 , =[ ~ 太 ，K] 上 f 测度 收 伍 于， 因 


此 ， 对 正 数 a<< 3 存在 NN>N，， 使 当 n > 入 时 ， 


€ 


mE 《| ff -了 Ba < 一 一 一 一 一 
4(2| 7 +1) 
于 是 


| | /一 了 dm= | | 1 一 了 dr 
Ei(\f,.-1<o) 
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十 | 1 -用 2 dm 
E(t{f,.-f Il> 0) 


omE,+ C+ mE -fl>0) 


€ e € 
一 一 +- 一 = 一 
4 4 2 
故 当 ” > 人 时， 有 


| lf» ~ fl?dm= | -rpams | |f» — fl?dm 


<e/2+e/2=€ 


强 
即 fs 一 了 5 一 0， 订 即 fu 一 了 f。 
7。 设 1 E Lr()，e 为 E 的 可 测 子 集 ， 则 


oe 
证 令 


f(%) XEe 
《X) = 
1 xEE-e 


0 XCte 
《YX ) = 
1 be XEEF-e 


则 由 明 可 夫 斯 基 不 等 式 ， 得 
[vpn 


ae 


-am 


1 1 1 _ 
8， 设 p，4， "为 满足 了 + 二 + 1 的 三 个 正 数 ， 则 


对 任何 可 测 泡 数 了 ， g, h, 4 

{orlam<h ls vie-lal， 
若 上 /fs，jiglle， 引 ,中 至 少 有 一 个 为 2o， 则 不 等 式 
MEAS 


右 f EL?， gELI，hELr， 则 


加 2 g ?7 了 上 
了 一 村 1 
o EL hk EL 
因为 
1 1 
Pp-iy p-—1i 7 
p p 


由 短 尔 得 不 等 式 ， 得 


2 | 0 
-1 Dp— 六 一 
9 ELL，bljlopEL 
且 有 
| eal dmsle He a 
py p77 
PP 
-1)g (pp-1)r 
-| | bean 1 |h | dm ' 
Pp E 
-一 1 
又 因为 ghEL ” ，JEZP， 及 + 一 上 =! 青 由 秆 尔 
万- 


得 不 等 式 ， 得 f gh 二 Li!, 日 
lle 


J 


j lotlam<lrlsleal ， 


六 一 】 


< |, oledm} Ya 人 Taran ja 


= | ollollall, 
、 1 1 
9。 廊 f EL?( -co， 00), gE LY ~ 00,00), 万 ”可 


b>1， 试 证 F(D = | “f(x+t)g(x)dx 为 的 连续 函数 。 
证 〈i) 先 证 明 


事实 上 ， 任 给 e >0， 存 在 N> 0, 使 当 |4|<1 时 ， 有 
| 全 1 有一 ACx)jzdm <e/3 


| | x+-fox) ldm <e/3 
由 本 草 第 10 题 ， 存 在 0<Ao<1I， 使 当 人 | < 时， 有 
1 /2 
{ fx+h) f(x) ledmt <E/3 
从 而 
on 1 /jp 
[| fCx+h) f(x) lrdm, 一 。 
由 有 
co 1 7 
lim{ fCx+h) -f(x) eam =0 
h->0 -~ 
Cii ) 再 证 P(t) 的 连续 性 ， 
对 任意 的 1E(- ce，co)， 由 起 尔 得 不 等 式 ， 有 
|FGE+ ID -下 (| 
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<| [f(x+titAD)- f(x+t)| [g(x) ldx 
1 jn 
1 fttt A -f(x+t) lrdxt lglla 


oo 1 47 
-| era) fe) edx} lol 
根据 (i)， 得 

lim|F(Ot+At) -F(t)|=0 
At—0 


旭 上 人 ( 引 为 1 的 连续 函数 。 
10。 以 1 EL?ria,6]，p 汪 0， 试 证 


lim { | ep “=0 
h—0 


( 060660-a) 

证 (Ci) 先 证 明 ， 对 任意 的 e>0， 和 仔 在 Fa,D] 上 的 连 
继 转 数 p(y)， 使 

i jn 
| | yeo -czolzan] <e 
事实 上 ， 仿 

已 = [a,b], EF,=E(|fI~n) 

由 积分 的 绝对 连续 人 性， 存在 G, > 0， 货 妆 eCE, me<6,) 时 ， 


(ld) < 


多 因为 im mE,=0，( 见 第 二 音 习 题 33 )， 有 所 以 存在 N， 
六 
使 < 0 


1 
十 是 ， 有 
NN “mEw<! > flram} <e/4 


义 由 和 鲁 津 定理 ， 三 在 闭 集 FCFE -~ 中 wx， 使 
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< 


而 f(x) 在 上 是 连续 的 ， 在 [a ,5] 上 作 连 续 函数 
人 xEF 
P(X)= 
函数 保持 线性 ”xEE-F 
则 2(x》> 即 为 所 求 。 事实 上 ,jp(Cx)|1 委 六， 而 


| | GD ~ pC) ?dm 
pe 

+ 人 Eeelzdm <{)e, flram) 
+ 证 plrdm\ “+2N ojm(E ~ Fnw-— ml 

一 二 上 + 二 十 二 = 

4 2 

(ii ) 证 本 题 的 结论 。 

由 已 证 明 的 (i)， 对 任意 的 e> 0， 存 在 [ao, 纪 上 的 连续 
函数 p(x)， 使 

{ | fx) ~ px) lrdm) <e/ 

由 于 g(x) 在 La，68] 上 一 致 连续， 存在 0<6;<6,, 使 对 

任何 Xx/，x* Efasb]， 当 1x 一 x?|<6s 时 ， 有 


[p(x’)— p(x )| < oi (ey) 
因此 ， 当 | 由 < 16,| 时， 


115 


| fCx+h) -f(x) 9 1 
| 


li 
| rth) -p(x+h)l ?dm 


- 1 /7 
| p(x+h)— p(x) dm] 
1 /2 
| oC) = fl?dmt : 


_Ee € £&€ 
3 3 3 
印 
8 一 1 /了 
lim!{ | x+h) -fr dm =0 
hb—0 他 十 机 


11。 试 证 ， 当 1<r “Pp 时 ，L?CL'， 假 定 基 本 集 上 的 六 
度 为 有 限 。 阁 mn = co， 结 论 如 何 ? 
证 设 1 EL?, 令 
A=£(|f|21), B=E-.4 


1， Mpan=| lramr | am 
<| |fl?dm+mpb < oo 
Wf EL"， 于 是 证 得 L?CLr， 
当 m = + co 时 ， 结 论 不 成 立 , 例 如 ， 设 E =[1, + co )， 
f(x) =x 全, 则 fELs， 但 f E 写 :， 
12， 设 p>1，f4E17， 若 在 Lrih，f >f J EL 
IT p 时 ， 存 Li 直 ， 一 > 假定 基本 集中 的 测度 为 在 
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限 。 . 
证 邻 4,= 上 上 (|, 了 | 宇 1),B, = 上 (|f,-f|<1)， 则 
| ftlam={ fa-flrdmt 人 fs flram 


<) | 一 了 pdam+ | |f,-fidm 


二 
<| lf-flpdm+ lf- fl CnE)。 


1 
= fa Flo+ lf fls mE) 
由 上 f。~ 了 lo->0， 得 1 fil->0., 
13。 试 证 上 (1，0) 中 标准 直 交 系 的 基数 不 超过 臣 。，。 
证 因为 上 ? 为 可 分 空间 ， 所 以 存在 上 ? 中 的 身 密 子 类 
A={g1, 9;， **} 
设 {@i} 为 标准 直 交 系 ， 任 一 @s 必 在 4 由 存在 g:。 使 得 
or— grll: = R= 1, 2, 
且 当 7 关 k 时 ， 
ox — o 放 > = | | Cox- wo) dmb 


人 


gx ~ 93 一 gs— Ot :~ Oy 十 QO; 9 州 ， 


>|o:~ oils- jos-od-lo-ojl:>w2-1 
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中 不 同 的 o; 对 应 于 4 中 不 同 的 g;,， 因 此 ao; 至 多 有 可 列 个 。 
8 

14。 设 积分 | ，7(x)g(x)dx 对 于 任何 gEL: 都 存在 且 
为 有 限 ， 则 f ELL?， 

电 区 
分 。 

1” 完 证 , 若 有 一 个 go(x)EL:,， 存在 MS>0 及 r>0， 使 
对 所 有 的 2 及 满足 |p(x)- po(X)| 7 的 任 一 PCX)， 总 行 


于 fawndx <M 
则 划 fl;} 有 界 。 
事 洋 上 ， 由 于 h, (x) =- Fa) PolX) t= 1,2, 
所 以 有 


| ,CX) 一 Po(X)|| ,Er 
a ew 


fs f(xX) ] [fs 
| | "Ft+ y | fn(X)Pol xX) dx 
6 
-| fa po de | 
] | 7 
< ， Ca 
9 7 + po ja 
11f? : 
| | fa) ped) dx | 
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<iM+1im 
rr 
此 即 说 明 {lf,j|,} 有 界 。 
2 ”证 {fj|,} 有 界 


反讽 旭 j/} 无界， 则 由 1° 知 ， 对 go(X) 二 0, r=1 及 
MM =1， 存 在 pi(x) 及 mw; 满足 


[p91 Cx) ~ oo lx), 1, | fa (x)p1(x)dx | >1 
容易 看 出 ， 当 与 p, 充 分 接近 时 ， | | 7。pdz | >1 电 成 
立 。 事 实 上 , 设 Jp-~ pl;=s， 则 

ea 
> | | fa dx | - | | fs Cp ~ pdx ] 
b 
= | | f» Pidx | 
- {| fn dx 全 | | lo -glidxl 4 


= | fwdx | -sl 
内 此 ， 当 e 充 分 小 时 ，， 
| pdx| >1 
骨 由 1 知 ， 对 pi: (xz)，ri = min( 寺 ,se)，M =2， 存在 
02(4xX) 及 1 >?1， 满足 
io oor | pcd |>2 
连续 利用 1"， 得 到 一 数列 


fi < 和 <1 
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3 人 "中 的 函数 列 
9 1(X), P(X), Ps (NX) ， 
太一 个 以 0 为 极限 的 数列 


b 
| fn Pid | 一 pei(x) -p(X Rr, 
且 当 lw — Y) | 2 
6 ， 
| fn pdx [> 有 
由 ?空间 的 完备 性 ， 存 在 g (x) ECL:， 代 
| PT PDE | < 
村 是 
vd A 
] | fn pdx|>h R=1,2,3, 可 
但 从 
~ 5 ~ 
| flX) 的 (dx 一 |. f (x) 0 (x)dx 


知 As Pd} 是 有 界 的 ， 这 著 盾 说 明 fj) 必 有 办， 

书 二 步 证 明 f € LL2， 

在 题 设 中 ， 令 g(x) = 1， 则 得 FE 工 ， 于 是 (x) 在 [a, 5] 
上 几乎 处 处 有 限 可 测 ， 仿 


f (xX) xEL(Ifl en) 
fn(X) = 1 三 2,3,… 
1 TEL FI Nn) 


划 对 任意 的 g (x) E 工 >， 在 
lfa(x) g(x) | <If (x) g(x)| 


12U 


而 | lf(egCo ldx<co， 且 fn(x)9g(2) 一 PCxz)9 (2). 
由 瘟 贝 格 控制 收 狭 定理， 得 
» 
| fn(X) G(X) dA—> | f (x)g(x)dx 


驳 
即 fn(%) 一 >f(X)。 由 第 一 步 ，{lf:} 有 界 ， 设 
人 Deo ldreK n=1,2,3," 
则 由 法 杜 定理 ， 得 
| fo0 Pdxs lim| lf lrdxeK 
证 法 二 反 设 f(x) EL:, 即 | 17Co12dx= +co， 
公 . 
f (x) 当 |f(x)| 志 1 时 


fa(X) = | 
0 当 ]f(x)|]>> 7 时 


则 fsELz。 
在 题 设 中 ， 令 g(x) = 1 得 /EL， 从 而 jx) 在 [esp 上风 
乎 处 处 有 限 ， 于 是 [js(x)1: 几 乎 处 处 收敛 于 |7(x)12， 
又 因 {l7.(x)123 为 非 负 单调 增 序列 ， 由 勤 维 定理 ， 得 
lim | | fx)|12dx = | | F(x)|12dx= +co 


CC, = | fx)lsdx， 则 C. 一 >+co， 故 不 妨 设 C,> 0， 
从 _ jx) 1 , 
多 令 gn(X) = GC 3 则 g, (Xx) 宇 0， 且 g,.(xX) EL 办 
因为 : 
b 1 fs 
| fn lowe)dx= © | LOT NaC) dx 
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= 云 - | |f, Cx)j2dx=1it 


EA AE 


l ” |，， 
= Cc | [fC(X) |2dx = -一 0 


所 以 必 和 存在 单调 上 升 的 子 列 {n,}， 满 足 
gn < | if (x)| Yn, (x)dx=1 


令 h(xX)= 5 On, (X) hm (X) = 二 gn, (X) 
p=1 k=1 
由 于 
nT 
imp hnlle 于 有 <- 
:一 1 十 1 < 
所 以 thw《x)} 是 上 ?中 的 要 本 列 。 
由 上 ?空间 的 完备 性 及 本 章 习 题 2， hm(x) 在 上 ?中 平均 收 
疏 于 h(x)， 于 是 存在 mo， 使 一 hi <1， 从 而 


2 天 


人 区 用 w+ 和 2 on 1+1< +1<+co 
R=1 R=1 


即 
h(x) EL:? 


8 
|. |f (x)h(x) ldx= | |f (Cx)|h(x)dx 


b 
> | |f (xX) } hn (x) dx 
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ti 
= fg dx = mlsm 
k=1 


由 人 的 任意 性 得 

| |] FOX)RKX)jidx= +oco 
即 在 上 ?中 找到 沪 数 h(x)， 使 

| If 60h x) ldx= +o0 
与 题 设 矛盾 。 必 及 (x) E 志 :， 


15。 设 三 角 级 数 -> 


十 》， (aicos Rx + bsin kX) 在 任 一 
R=1 


正 测度 集中 上 收敛 ， 试 证 lim ae=0，lim b=0. 


OO 
2 + (ak cos kx+ br sin kX) 在 任 一 正 测 
R=1 


证 因为 


度 集 忆 上 收 仿 ， 所 以 


lim (escosRxX + Besiapx) =10 
ky>00 


在 E 上 成 立 。 令 


f= V a b+ bz 
则 有 4:， 满 足 z 
QeCOSEX+ brsin kx= re.COS(kX + Oi%) 
车 os， bo 中 有 一 个 不 收敛 于 零 ， 即 Pr->0(R->co) 不 成 立 ， 
则 存在 子 列 {h} 及 正 数 o， 满 足 
k<Rhk, <,, re >0 
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cos(kx+0h)->0 (3 一 > Co ) 


因为 jcos:(CR8x+Oko1 室 1 由 有 界 收敛 定理 ， 得 
lim | COS2(RX 二 0OR DG 


1 一 > OO 


_ | lim cos: (hx+ 0)dm=0 


1 —> OO 


| cos*: (kx + 0 dm 
= 了 | | 1+ Cos(2kx + 20,) je 。 
= p29 + Cos20. | cos2hxdm 
~ S120., | sin2Rxd ni 
注意 到 | ， coskxdm， | sinkxdm 是 互 的 特征 函数 的 全 立 
叶 系 数 ， 由 黎 曼 一 勒 幢 格 引 理 知 


| COS 2Rxd 1m->0, | sin 2RXxdm->0 (R-> 00) 
从 而 得 / 
lim | CosS2(RX 二 00)a91= $mbE :0 
R—00 


但 出 序 眉 。 由 此 可 见 ， 当 R->co 时 ，ce>0，Dk>0。 

16.。 设 /1 EL(-ooyco), 且 1 -一 站 (在 Cooyco) 中 )， 
则 在 ( - co， cs) 上 一 臻 地 有 lim /人 =- f^(x)， 问 在 
上 (一 co，co) 中 相应 的 命题 是 否 成 立 。 

证 因为 0 -CD 

124 


= 一 | | | -f(1) } ed 


< | fd -fd 
27 ~ 


5 最 A A 
由 产 一 > 知 ，# 《%) 一 致 趋 于 (x). 


在 L:( -co0,co) 中 ， 相 应 的 命题 不 成 立 。 例 如 ， 今 


™ . 


sin ~ 
fn)= i f(x)=0 
| 
% vo sin? 一 一 
| lf -fl dx -| -dx 


=1 | SIQ dit = 开 _>0 《8 -> Co ) 
六 了 -。 1 1 


强 
是 f ,一 >f。 另 一 方面 ， 对 任何 1， 


们 ~ 他 CO 


.Xx 

: so Sin”— 

f° (y= lim l | _ eitedx 
人 2 x 


1im | Sint Ss-inutdy 


Doo Tt 0 Y 
~ 
ps 本 
UU COSHUt 
~ 1im 1. | Sinu cosnui 了 
Wo0 LA wy 
-7 
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1 [ sin(1+nt)u+ sin(1-— nu oy, 


-性 
nn 


2 Int| <1 


| 


而 fA(1)=0 
可 见 j (的 一 =/ 但 f CD 并 非 一 致 收 黎 于 /CD)， 
17 这 六 E 志 :mr， 向 9 有 寞 且 有 周期 27， 则 


了 JE 下 
im | fo)90nwdm= 去 Y fwdm | cdm 
it 一 ~ 
2 
证 设 la l<M,， | | gwdm |=K 


-yr 
(i) 设 f (x) 在 [ -x，x] 上 连续 ， 则 了 (x) 在 [一 nr, zitt 
HH 积 ， 于 是 
7 


| f (x)g (nx)dx 
/4 
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2(R+1T)T 


名 一 光 1 
= >， | f(x)g(nx)dx 
R=0" okr 
元 于 
并 
nt 


1 
= 工作 了 (一 元 十 2 lont—nz+ 2k+ Dra)dt 


= 》， | ， (+ tl og(u + rw)du 
k=0 Hr 
过 站 一 工 op \ 
了 27 Vv 4 ， 2 二 
2r A Tn rT) gu tm)du 
-A * 
- 8 
-| 如 对; f(an ) glu+ md 
一 他 = . 
1 27 、 4 28+1 
2 | 1 [7G nn ) 
-yy k=0 
2R+] : 
-Ca |glu+tn)d 
= +， 
因为 flx)gnx)|leM|If (x)| 


条 |f (Xx)| 在 [一 x，zxj 上 可 积 ， 由 勒 贝 格 控 制 收 化 定理 ， 得 
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1 一 
imr= 了 二 lim fr 站 (21 r) g(u+z)dl 
J 


-| (J f (Ddt ) gu+ nd 
Jt 
a 

= 二 -| f(x)dx | aq(x)dx 
~ -1 


由 Kx) 在 [- ~T， 右 了 上 的 一 致 连续 性 ， 任 给 se> 0， 当 # 充 分 天 


时 ， 有 
(te) (tls) | 
对 [ -xx，z] 上 的 任何 4 及 任何 R=0,1,2, 1 -1 者 成立， 
从 而 当 n 充 分 大 时 ， 


n—1 


17， ar 人 加 3 edu=2Mxe 
一 
lt 
lim 1,=0 
好 OO 
故 有 


dr 
lim | f(x)g(nx}ydm 


~ 
ot 

= | flx)dm | g(x)dm 
-| -了 
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(ii) 设 / EL,x， 则 对 任何 e。>0，. 由 参考 文献 [1] 第 四 
章 定理 2.8 知 ， 存 在 F ~ x，w] 上 的 连续 函数 h(x)， 使 
J 
| zeo -hldm<s 
i 


由 《i ) 知 ， 存 在 入， 使 当 n > NN 时， 有 


NN 
二 | h(x)g nx) dn 


- 


x A - 
一 2 | h(x)dm | ogo(x)dm <e 
27 


-i “A 


于 是 当 n>> 和 时 ， 


n T | 下 
| fundm-— | /dm | g(adm | 


“nt -A ~“ 


<|| fgnvdm- | h(x)g(nx) dm | | 


“i mL 


T i 
十 | ht) gnx) dm 


一 并 
、 A 了 
-| h(x)dm | g(x)dm 
2 
7 和 人 


人 


区 A 
+ 二 h(x}dm | g(x)}dm 


人 一 羡 
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7 n 
-| f (gE) dm | g(x)dm 


<M | |f (x) -hx) ldm+e 


一 所 
TT 
E _ 
+ | [aCx) ~ f(x) 1dm 
— 7 
R 
此 即 证 明 


人 reooeodn= 寺 | fx}adm [ g(x)dm 


noo 
一 于 "x 一 机 


T+h 
18. 8AELC-eoscoy 令 faG0O0 = 下 -| + fDi, 
. : .1 zh ， 


试 证 几乎 处 处 成 立 ， 
fa (x) = | A(t) Sond 


1 
一 一 一 Itieh 
证 令 oo 21 
0 It|>8 
则 g(t) EL:(-o0, co)， 是 
A 1 . 1 sin bt 
1 一 ~. 四 -tat - 
9 (1) = 这 ,he 
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f= Bd | dn 


= | gu f(x -udu= (g#f) (X) 
由 参考 文献 [ I] 第 五 章 定理 3.6， 得 
fx) = 2 9AGD7ACDervesaa 
19， 信 J(x) 是 有 办 连续 函数 ， 令 
1 f°”™ 21 sin:t 
L, (f ,X) = | f(x + dt 


证 明 在 任 全 闭 区 间 [a，B] 上 ， 上 so(f，X) 一 臻 收敛 于 f (x)， 
证 由 参考 文献 [1] 第 五 章 8 3 例 3 知 


hs . 少 
-| 二 1 1 - 1 


2 


1 
所 以 
L, (f ,xX) 一 f(xX) 
| ft] dt 
设 jf (x)| 志 M， 则 对 任何 e>>0， 存 在 入 >>0， 使 
| df xe 
t» ~ AM 
lyi>N 
于 是 


1 sin 莹 
01 sd 


iti>N 
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dt ,ne ,2M _ & 


-一 -一 . 


1 
< 一 M1 一 
2 上 4A7 Tt 2 


ti>N 
党 十 雪 尺 时 , 因 太 2) 在 任何 有 了 艰 区 赐 上 都 一 致 连续 ， 所 以 存 


下 吕 >0, 便 当 g > 号 时 ， 充分 小 ， 而 使 
} of Te 
-一 : < 
ft -| < 

二 |f 和 NN，xEfa，Bi 一 致 成 并 因此 


人 We 2t ~、 sin’t 
| | Fe %) fx) | 一 | 


” 


1 | 

< 1 1 fret 2 pw) | Sat dt 
1 2 sin*t 

+ 2 prxy | SI 
-| [ert Fo | dt | 

i>N : 
.一 、 书 ， 三 加 
2 


寺 XEfa，B 一致 成 立 ， 其 上,(f，X)- 一 致 收 钱 于 f (X)， 

20、 让 FEZL(C-co，co)， 且 f^A=0， 则 太一 0. 

证 (i) 首 先 证 明 , 当 fEL(~>%，oo ) 时 ,对 (一 2,90) 
上 几乎 听 有 的 4 有 
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| e+ x) -GDldx=o (h>0) 


成 立 。 这 样 的 点 4 称 为 F(x) 的 勒 贝 格 点 。 

设 [c，2D] 为 任 一 有 限 区 间 ，7 为 一 有 埋 数 ， 则 (x) ~r 
在 La，b] 上 可 积 ， 由 参考 文献 [TI 第 下 章 引 型 6.4， 对 几乎 所 
有 区 WE[a，65bJ]， 有 


h 
Lim y | [f(x+tu)—ridx 
AD0 | 

0 


| uh 
=- flim ; | [fCx)—rldx= | f(r| (*) 


请 一 > 人 1 
天 已 (站 是 [ap 中 不 泪 足 (# ) 的 点 4 的 全 体 ， 则 mE Cr) = 
义 芭 {rs} 是 有 理 点 的 全 体 ， 令 
已 = U Elr) ) UECfI=%) 
则 mE = 0。 
设 Wo Efa,，bi 一 卢 ， 任 取 e :0， 并 取 有 理 数 r,。， 满 足 
Go) -ral < 
则 
1 Fu tx)—r, | 一 | Fo 于 X) 一 Go)| < 
1 
| (Co TYX) 一 ra ax 
0 


一 ， | |f lutei) -fuo) la < 、 
0 


因为 4 EE， 所 以 存在 6(e) > 0， 当 | 有 之 6 时 ， 
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| | Fun +x)—raldx— Co —r, | < -5 
0 


所 以 
A 2 
| i 十 XI) 一 ”| dx ~ae 
于 是 ， 
-7- | |f (uot+x)—f(u0)|dx<e 
0 
Ell 


h 
Lim | [|f (uo t+%)—f(u0) ldx=0 


所 以 ，[a， 的 中 的 几乎 所 有 的 点 都 为 f(x) 的 惑 贝 格 点 。 因 
La， 的 是 任 一 有 限 区 闻 ， 可 见 (- co，co) 中 几乎 所 有 的 点 都 


为 了 (xD) 的 勒 贝 格 点 。 
(ii) 再 证 明 ， 若 fE 克 (-co，co),4 为 Fx) 的 勒 册 格 点 


时 ， 有 

lim 4 | (1— Xeon f “(x)dx=f() 
事 头 上 ， 对 任何 RO uaE(- co，co)， 仿 

oo- 二 G- 克 De reow 


将 六 (= | eCDdi 代 入 Sa(w) 中 ， 并 利用 Fubini 
定理 ， 得 
Sa BR a 


TO 二 
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1 TI 一 Cos 人 tt 
= | 和 1) 入 dt 
1 ff 了 工 一 Cos 有 
= 一 上 [ft + uD] di 
内 于 
We 1—coskt 人 1 一 Cosft 
di= 2 dt: 
0 RE 0 1 2 
所 以 
Sg(4) —f (4) = = 上】 Lf Outt)+f ut) 
-Cost 1 0 1 ff 
~ 2f (4) 1 dt = ,| | = 二 7 
0 O 


p= ft) ft) -2f (4) | 


1 
v= | p(yYdy 
0 
则 对 于 给 定 的 5， 当 衣 <6 时 ， 


个 
ET | ft)+f Ct) 
0 


-一 ma 一 


6 
Re / Pr 
-2 00) | loosmt gs | + | =J],+1, 
0 
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因为 4 是 /(x) 的 勒 由 格 点， 所 以 lim- 呈 全 中 人 = 0， 对 于 给 定 的 
e > 0， 取 6 ; 0， 当 0&t&6 时 , dia, 
oe 所 以 


/< PDdt= P(E )< + 
2 
义 因 为 1 -cos9 <2， 所 


A 2 中 (0) 
a 一 Rj ~2RP( p) 


中 () 0 di 
本 一 df < A +r4e| : "Ri Let+de=6be 


be 


<co。 芍 存 


因 Ts 2 人 
0 


在 太 。， 当 尺 > Ro 时，|1,| <e， 于 是 


Sa(W) -f(DI < + +e 


寻 证 得 
pn Sg(u) = f (4) 
(111) 最 后 让 ff 一 0。 
因为 = 0， 由 (ii) , 当 w 为 1 的 勒 贝 格 点 时 ,有 f (4) = 0， 
多 由 (1)， 对 (一 ceo， ce) 上 的 几乎 所 有 的 4 FU = 0， 即 
f~0 
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1。 若 mE <oo，p>0， 证 明 Lr(E) o>L™ "(EE); 小 旋 


co(pi>D), 向 上 (EBE)c A ( 互 ) 是 否 成 立 。 
答 ，L (EFE)c A Li 《五 ) 不 成 立 。 
< Mg (Xx)E 


22, fv el Ca 0), lp~o%, 


La( ~co, 0), -人 二 了 = 1 则 
(i) (f #9)(x) 在 (一 co，co) 上 处 处 连续 ， 且 有 
| Cf #9) C(x) |< fH, el XE(-0, co) 


(1) 车 1<p<oo ; 则 有 im (fx*9) (XxX) =0。 


提示 首先 证 明 ， er oo. oo0)(p 守 1) 具 有 平均 连 
续 性 


lim [f(x+h) -f(x) ldx=0 
hi»0 _ wo 


再 利用 得 6lder 不 等 式 及 平均 连续 性 证 得 (i， 
28. 设 周期 为 2r 的 函数 族 {9"(x7 } 满 足 加 


(1) 人 g(x)dx = 2n; 
J 
(ii 存在 MM>0, 使 对 一 切 m， 有 | 19s) 1dx<M， 
一 于 
|g,(x)|dx=0 


(iii) 对 任何 0<6G<r, 有 jim 
N00 Ol [en 


对 于 周期 为 2r 的 函数 ， 令 
1a7 


{Cf, xX)= 2 | f(x 一 及 ) 9 (udu 
i 
则 对 每 个 以 2x 为 周期 且 在 [ -x，x] 上 可 积 的 函数 S(x)， 有 
5 
lim CTCfs xX) — Fx)JSCx)dx=0 
oo ~ 


提示 “利用 Fubini 定 理 ， 得 


| [7 (jx) — f(x)1S (x)dx ] 


1 
< 2 | 19» C4) | ] | f (XI)LS(X+W) ~ OX)Jdx du 
-并 


| ul < 
1 人 
ra ep 中 rocscero 
日 < | 2 委 蔽 
-NOX)dxidr 


对 于 不 等 式 右边 的 第 一 项 ， 箱 用 S(xz) 的 平均 连续 性 知 
其 可 以 小 于 任意 小 ， 对 于 其 第 二 项 ， 根 据 go(x) 满 足 的 姓 质 
(iii) 知 其 可 以 小 于 任意 小 。 
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第 四 章 距离 空间 和 赋 范 线性 空间 


距离 和 距离 空间 “” 设 飞 是 任 一 非 空 集合 ， 上 (xy ) 是 
及 XxX 广 一 玉 的 函数 ， 如 果 满 足 

(ii ) 非 负 性 ，p《 x，y》) 宇 0;3 p(x,，y)= 0 的 充 
要 条 件 是 X=y， 

《11) 对 称 性 ;， p(X%,，y)=p(y，,，X%) 

(iii) 三 点 不 等 式 ; p(X%，y) 扎 p(X，2)+ p(y，2) 
则 称 p(x，2?) 为 Y 和 y 之 间 的 距离 ，〈 兴 ，p ) 为 以 p 为 距离 
的 距离 空间 。 

完备 性 ” 设 {%.}C《 针 ，p ) ， 如 果 对 于 任 给 的 >> 0， 
存在 介 ， 使 得 当 n，m > 入 时 有 P(Xn，Xm) 之 e， 则 称 {%%} 为 
《 失 ，p ) 中 的 基本 序列 ( 柯 西 序列 ) ,如果 距离 康 间 (人 人 ，p) 
中 任 一 基本 序列 均 政 敛 于 外 中 一 点 ， 则 称 《 太 ，: Ph 为 完备 
距离 空间 。 

可 分 性 和 若 (4,o ) 让 存在 可 列 稠密 子 集 ， 则 称 ( 兴 ，P) 
为 可 分 距离 空间 设 4C (上 4，p )》， 若 4 中 存在 可 列 稠 密 
子 集 ， 则 称 4 可 分 

列 紧 集 设 无 穷 集 4 CX， 0 )， 如 果 4 的 任 一 无 家 
点 列 必 含有 一 个 收 合 点 列 ， 则 称 4 为 列 紧 集 ， 一 个 列 紧 闭 集 
称 作 有 自 列 紧 集 。 | | \ 
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U SC(x，s) 忆 4， 则 称 B8 是 4 的 一 个 e 网 (这 里 >(x，s) = 
xEB 


{yEX:ol(y，X)e} ) ; 如 果 对 任意 的 e > 0 ， 上 总 存在 有 
JHjelW{x!, X22sg “', Xn}, 则 称 集合 殷 全 有 赛 。 

坚 集 太 AC(A ,p), 如 果 从 4 的 任 一 开 复 瘟 {Ga}o J 
中 可 取出 有 穷 多 个 开 集 复 盖 4， 则 称 4 为 紧 集 : 沙 ( 兴 ，P) 
本 刁 是 紧 的 ， 则 称 ( 入 ， ?为 案 宇 S| 国 。 AcC(X, D) 为 紧 集 时 
苑 要 条 件 是 4 为 月 列 紧 f 

设 和 4， BECCN, Dy) A 

D(X, A)= nf POCX, y) 


yEA 
上 叫做 点 XY 到 集 双 的 距离 上 数 
p(tA, B)-= inf p(X, ») 
xEA, yeEB 


叫做 集 4 与 8 间 的 距 启 ; 数 
pa(A, B)= sup {p(x, B), p(y, A)} 
xXEA, yeEB z 
叫做 集 4 与 B 间 的 罕 斯 道夫 距离 。 
.和 范 数 和 赋 范 线性 空间 议 人 是 实 ( 或 复 ) 线 性 空 县 闻 ， 
(Xx) 是 -> 及 的 沙 数 ， 如 玉 
(i) P(x) 宇 0， 且 P(x)= 0 的 充 要 条 件 是 X=0; 
(il) f(ax)=|allP(x) (其 中 a 属于 数 域 K )， 
C111) L(x+y)EP(xX) + POY) 
则 称 (X) 为 x* 的 范 数 ， 常 记 P(x) = 站， 并 称 CX， LL | ) 
为 峰 汇 线性 空间 。 对 峰 范 线性 空间 (六 ,| .i ， 我 们 念 
pxX，y)=jix- 外 ， 则 (和 ，p ) 便 成 为 一 个 距离 空间 ， 如 
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困 太 按 P(x，y)= 必 x yl 是 完备 的 ， 则 称 C 和 六， 人) 为 
Panach 空间 。 
直接 和 设 ^ 为 赋 范 线性 空间 ， 广 ;,， 广 ;为 的 耶 空 间 ， 
如 困 对 任 一 xE 具 ， 有 了 唯一 表示 式 
%X 一 Xi 十 YX， 
其 中 xiEA4i，x EAX:， 则 记 A= XI+X,, 称 X 为 子 空间 
,和信 ,的 宣 接 和 。 
积 空间 ” 设 和 A ,，X, 为 赋 范 线性 空间 ， 邻 
XA,={(X, yy) IXEX, yEX,} 
ECx, yD) = 
则 称 广 ,x 六 ,为 广 ,和 六 ,的 积 空间 。 易 知 如 果 作 1 , 太 ， 完备 ， 
则 入 ,x 让 ,也 是 Banach 空 间 ， 且 六 x 广 , 与 久 ， +X 代数 同 
构 。 
商 空间 没 厂 为 峰 范 线性 空间 XX 的 一 个 团子 空 问 ， 
XN/F = { xlx 代表 一 个 等 价 类 ，xj， x, EXESX! Cp, 
我 们 称 慰 二 为 商 空间 。 如 果 规 定 4 /下 中 元 素 的 范 数 为 
= iaf fx 


XEX 
则 当 和 完备 时 ， 广 /下 也 完备 。 
”” Hamel 基 和 Schauder 基 ” 设 久 为 线性 空间 ，BcX， 如 
果 关 中 任 一 元 素 * 均 可 唯一 地 家 成 B 中 有 限 个 元 素 的 线 性 组 
合 , 则 称 子 集 B 为 XX 的 Hamel1 基 ， 设 赋 范 线性 空间 (六, 上 .1 》 


目 存 花 一 可 列 集 {e,}， 使 得 对 任 一 XEX， 有 月 *= Yaies 


k=1 
(级 数 在 〈 天 ,站 >》 中 收敛 ) ， 且 表示 唯一， 央 称 te 为 
( 反 ， | >》 的 Schauder 基 。 
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周 胚 映射 和 等 距 上 映射 如 果 了 映射 了 是 (X，p ) -> 
(Xi ，pi ) 上 的 一 对 一 映射 ， 且 映射 以 及 逆 爱 对 "1! 都 连 
续 ， 则 称 了 为 半 到 半 , 上 的 同 胚 映射 ， 称 《 关 ,p) 与 (全 pi) 
同 胚 ， 如 果 存 在 (证 ，p ) 到 《让 1!，p1 ) 上 的 映射， 使 对 
一 切 X*，yE€EAXA， 有 

oi(Tx, Ty)= P(X, 7y) 
则 称 T 为 到 苹 , 上 的 等 距 映 射 ， 称 半生 ,等 距 。 

定理 1( 完备 化 定理 〉 对 任 一 距离 空间 ( 革 ，p ) ， 都 
存在 完备 化 空间 ， 而 且 任 何 两 个 完备 化 空间 都 等 距 。 即 存在 
一 个 完备 距离 空间 XX。， 使 六 等 距 于 关 。 的 一 个 稠密 子 空 间 


区 , 且 除去 “等 距 不 计 外 ”，X。 是 唯一 的 。 
定理 2 设 (4，p) 完 备 ，4C (AXA，p), 则 4 列 紧 等 
价 4 全 有 界 ， 也 等 价 于 对 任 给 的 e>:0 ，4 存 在 列 紧 的 。e 网 。 
定理 3 ( Arzela-Ascoli) 和 集合 AcCia, 站 列 紧 的 充 
要 条 件 是 下 列 两 条 件 成 立 ; 
( i ) 集合 4 一 致 有 界 ,- 即 存在 常数 长 ， 使 对 一 切 
x(1)E A， 有 |x(D)|<K，; 
(Cii) 集合 4 是 等 度 连续 的 ， 即 对 任 给 的 e> 0， 存 
在 6= 6(e)>0, 使 得 任何 x(1) E44 以 及 任意 的 tf, 1, € [a,b]， 
只 了 可 | 一 1t,| 6， 就 有 : z | 
[X(t1)— x(t,)|l<e 
设 1 为 (和 A ，Pp)->( 太 ，p) 的 上 映射， 如果 存在 0<0<1， 
使 得 对 一 切 x*，y 闵 ， 放 
ol(Tx, Ty)<O0p(xX, y) 
则 称 ! 为 和 二 的 压缩 中 射 。 
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定理 4 〈 压缩 映射 原理 ) ”完备 中 8 离 空 间 ( 半 ，P ) 中 的 
压缩 映射 有 唯一 的 不 动 点 ， 且 对 任何 XE 序列 X= 
Txn-1《#= 1，2，…) 收 纹 于 了 的 不 动 点 。 

将 斯 引 理 设 4C( 汉 ,| 和》 是 真 闲 子 空间 、 则 对 
任 给 的 0<e<1， 存 在 xu 近 么 ， 生 xo 和 = 1， 使 

DCXo9 Xo) 守 1—e 

定理 5 外 为 有 穷 维 赋 范 线性 空间 的 充 要 条 件 是 XX 的 任 

-- 有 界 子 集 4 是 列 紧 集 。 局 寻 了 |] 公 


二 、 例 题 、 习 题 与 解法 


设 R" 是 n 维 笑 量 组 成 的 集 ， 在 fk* 中 定义 距离 如下: 
Di1(X, Y)= = pe 有 


其 中 x= (E， Ey oy E)，y= Cn 0 7 tn) 
则 Re 按 距 离 p1 是 距离 空间 ， 

解 P! 最 和 济 必 距离 公理 寺 个 条 介 ， 的 以: 是 距 离 
23x] 。 

2。 没 X 为 距离 空间 ， 4 ,证 明 4 的 一 切记 点 组 成 的 集 
必 为 开 集 。 

证 设 B= {xE4:x 为 4 的 内 点 }， 任 取 xEB， 因 为 x 是 
4 的 内 点 ， 故 必 存 在 6> 0 ， 使 开 球 9(x，6)C 4， 现 证 明 
S(x，6) 王 有 。 事 实 上 对 于 9(X，6) 中 任 一 点 y， 令 

01=6- p(x, y)>0 
则 
Sy, CIx, CA | 

故 > 是 4 的 内 点 ， 也 就 是 说 3C(x，6)CB， 从 而 8 为 开 集 ， 
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8$。 设 忒 为 距离 空间 ，4S 涉 ， 
f(x)= inf De, y) (XxEA) 
yEA 


求证 f(x) 是 连续 函数 ，。 
-证 仁 取 x， XoEA, 出 由 
p(X, WEP(X, Xo)+ ol(Xo, ») 


可 得 
nf p(X, VEpP(X, Xo)+ inf p(Xs, ») (1) 
>E4 YE4 

同 理 可 得 | 


inf p(Xo, YEP(X, Xo)+ int p(X, ») (2) 
YE 人 y€EA 


由 (1T)， (2) 立 即 得 
|f Cx) -Axis 和 pop(x，xo) 

故 Fx) 为 连续 函数 。 

4。 评 明 ， 

(i) 距离 空间 中 的 闭 集 必 为 可 列 个 开 集 的 交 。 

【( 讶 》 距 离 空间 中 的 开 集 必 为 可 列 个 闭 集 的 并 。 

证 (iD 设 玉 为 距离 空间 (全 ，p ) 中 任 一 闭 集 ， 我 们 
今 

Gr= {EX: pl%, FF 一 一】 

则 容易 证 明 每 个 G_ 为 开 集 ， 目 


Fn G 
二 时 
(il) 对 于 六 中 任 一 开 集 CG， 令 下 = 留 GC， 则 由 (人 i) 


可 知 存在 开 集 G，, 使 = 上 G。， 从 而 
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00 
(r= CF = U EG, 


"= 二 1 
其 中 多 C 为 汪 的 闭 集 。 
,5。“ 设 和 是 可 分 的 距离 空间 ，{Co}(cEy ) 为 不 的 一 个 
材 羡 ; 则 从 {Go} 中 可 取出 可 列 个 集 组 成 六 的 一 个 覆盖 。 
本 题 可 参阅 参考 文献 [ 2 ] 定理 2,4 (p38 一 p39 ) 必 要 
I 
6。 设 六 为 距离 空间 ，F，， ,为 X 中 的 两 个 不 相交 的 
集 ， 则 存在 定义 在 XX 上 的 连续 函数 f(x)， 使 当 xEF 时 ， 
f(xX)= 0， 当 XE 了 ,时 ，f (x)=1, 
证 我 们 记 p(Xx，4)= inf p(x，»)， 并 且 今 
2yE4 
f(%) = pF 
则 据 本 章 第 3 题 知 f (Xx) 是 入 上 的 连续 函数 ， 且 
7 xEF, 
1 (xX)= z 
1 x*EP, 
7。 设 羡 为 距离 空间 ， 斑 ,， 下 ,为 中 不 相交 的 闭 集 ， 证 
明 存 在 开 集 G1,G; ,使 得 Gi 由 G,=$; CD，C: 一， 
证 法 一 ”利用 第 6 题 ， 令 
1(2)= 一 DCX， I 


则 Cx) 连续 ，0 志 f(x) 志 1,， 县 


1 xEF., 
f(X%)= 
1 xEF, 


骨 令 
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= {XEX: f(x) < $} 
G, = {xEA: f(xX)> 2} 
则 据 参 考 文献 [ 2 ] 定理 1.,5( p15 ) 知 G1，G， 沟 为 开 染 ， 
昌 蝇 然 有 Gi 由 Gs =$; GOPF 1, Gs oF,. 
证 法 二 任职 *E 1， Wd (x) = p(x, FF)> 0， 作 开 
球 > (x， 秆 d(x) )， 


G1 = y SC(X, 千 d(x)) 
xEPF 1 


同 理 yE 已 ,， 有 ad(y) = p(y, 了 1)>>0, 令 
G, = Uy SC(y, $d(y)) 


YE? 
则 G,，C， 均 为 开 集 ， 且 GD ，G: 二 上 .我 们 证 明 
CNG,=J$， 设 不 然 ， 存 在 一 点 aEGifG;， 则 必 和 存在 
Xo€EL ,yoEL ,使 
a€ES (Xo, d(xXo)) NS Cyo, $d(y0)) 
不 妨 设 d (xo) 宇 d(y。,)，、， 则 
d(x0)= p(xosF EpXo YRp(Xo, 0)+ pla,vo) 
d(xo)+ 和 d(C(y0)Ed(xXo) 
Wh 故 G | 们 G,=4， 
8。 设 f( 广 ) 是 由 距离 空间 到 距离 空间 中 的 连 
冉 ， 1 中 稠密 ， 证 明 F(4) 在 /AAA) 中 稠密 。 


证 任 取 zE F(X)， 则 存在 xGX， 使 >= f(x)， 因 为 有 4 
= 从， 改 存 在 Xn€4， 贷 Xn 一 > 再 据 f(X) 的 连续 性 和 但， 
fx-3/(x)， 所 以 fA)=f(X). 
1 


9。 求 证 1? 是 一 个 完备 的 、 可 分 的 距离 空间 。 其 中 
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1 /了 


co 
p(x, y)= (ll ) (p>1) 


让 pl%, 小 是 一 个 下 窒 然 
(i) 完备 性 ; i / 
设 {Xa}CIP 为 基本 列 ， 其 中 x。= ( Ee ) ， 则 对 任 给 
> 0， 存 在 NN， 当 nn， 多 宕 NN 时 ， 有 
lir 


po xm)= (DIE be 7?) <e .C1) 
全 


则 当 n，m 字 入 时 ， 有 
Ef? Ef% | <e (i=1,2,3,) (2) 


故 对 每 个 ，E 4"》 收 化 。 现 设 和 = lim ED x= (&)， 


开 一 > On 


下 面 证 明 xEl?, 日 yx 
首先 由 (1) 知 对 任意 的 自然 数 R 都 有 


le 一 § Cn? 人 < (n,m>N) 
国定 ns Nm eo， 得 

et — él?<er CN 

二 1 / 
再 令 &->co， 得 

ES ~ 5)r<er? : (n>N) 

i=1 


ps z 
故 xXE€17， Xn———>X, 完备 性 得 证 。 
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(11) 可 分 性 : 

今 E, = {Xx: ~ 二 (rl,?,, 000) 9 其 中 1 为 
任 一 自然 数 ，m 均 为 有 理 数 } 《这儿 不 妨 设 中 为 实 空 间 )， 
则 蕊 ,为 ?的 一 个 可 数 子 集 。 下 面 证 明 上 ,在 i? 中 釉 。 

任 取 xE1f，e>0， 首 先行 在 n， 使 

2, | 和 2 < 
; 一 和 十 荆 

对 于 《= 1 20) 必 存 在 rr rw 使 

2, Ié rd?< -SS- 

i 二 1 : 
故 存在 点 x。= (7 9， fn, 0， 0， … ) EL,, 使 

DCX，Xo)<e 

六 可 分 得 证 。 

10。 证 明 多 项 式 全 体 在 C*[a，b ] 中 稠密 ,其 中 C*[o,6] 
表示 [ a，b ] 上 AR 次 连续 可 微 函 数 的 全 体 ， 距 离 定义 为 

p(X, y)- max {x yD) | 


20 a< 1b 
让 任 取 x(DECera， b1， £> 0 ， 因 为 x) (1 了 
C[a， 的 ， 则 存在 多 项 式 P(D)， 使 


max 1 xft) 一 天 (< 一 


0 和 fs [有 ) A* 
此 处 4 = max{1，b 一 co}, 我 们 令 
PCD= 人 Poddut ze da), 
一 般 地 


P(!)= | Py_i(u)duyi x(* D(a) 


148 


(j=1, 2, *…, k, Po(t)= P(t)) 
显然 有 


x -1 (1) = | XD udu t+ X11 (a) 


(j=1, 2,...,k) 
PRE? (人 =P iD (j=1, 2,..,k) 
则 志 x*( 轧 是 一 个 多 项 式 ， 且 满足 
pCP(t), x(1)) <e 
从 而 多 项 式 全 体 在 C*[a，61 中 稠密 。 

机 本 题 还 可 用 其 它 方法 证 明 。 

。 设 为 距离 空间 ，ACX， 如 有 果 扫 4 按照 六 的 距 离 是 
和 的 把 离 3 间 ， 证 明 4 是 闭 集 。 

证 任 取 xE 4， 则 存在 x,€ 4， 使 yx。 由 于 收敛 
点 列 {Xn} 必 是 4 中 基本 列 ，.4 是 完备 距离 空间 ， 则 {外 必 在 
4 中 收敛 ， 但 极限 元 是 唯一 的 ， 故 xE4，4 是 闭 集 。 

12。 下 明基 本 列 是 有 务 的 。 

本 是 正明 欠 给 读者。 

。 设 人 是 完备 的 距离 空 s 间 ， {fF.} (n=1, 2，3，… ) 
让 一 列 财 集 ， 
FEF, DDOF, DD,.. 


并 且 F, 关 $9， lim qd(F,)= 0 (d (F,) 表 FF 的 直径 ， 即 
,中 任 两 点 的 距离 的 上 确 界 )， 则 人 Foz%， 


证 不 妨 设 所 FF 等 收 , 持 ……， 则 可 取 xs EF，- 


Pas 《n=1，2，3，… ) 得 区 中 一 点 列 {xa}， 因 为 当 n> 
m 肝 ， 有 2X，， XnEFn, Brn>m 时 
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D(Xne Xm)<<d(C an) 
据 条 件 d(fw)-> 0 ， 立 即 知 {%,} 是 半 中 基本 列 ， 由 于 是 完 


备 的 ， 则 存在 x*EX， 使 x*,>x。 下 面 证 明 xE€ 0 “事实 
上 对 任 一 目 然 数 f， 当 站 > 人 时 ， XE mn， FF。 为 闭 集 ， 故 
“EFn, 从 而 xzE Nl F,. 


14。 举 例 说 明 全 有 界 集 不 一 定 是 列 紧 的 。 
解 ” 取 X= (0，1)， 闵 中 距离 p(X,，》)= 1X-y|， 则 


4 =(0, 雪 ) 己 XX 必 全 有 界 ， 但 非 列 紧 . 
15。 议 {fw} (n=1，2，3,… ) 是 紧 空 间 中 的 一 列 闭 集 ， 
FOF ,DOPF,D,. 


并 且 FF, 关 $， 则 A F,#$. 


证 设 Nn FF,=$， 则 LU GP.=X, {Grn}= {GPF,} 


好 一 了 


是 么 的 一 个 履 疼 二 的 时 性 和 存在 使 


义 因 为 GCCayi， 所 以 Gz= 失 ， 这 就 推出 Fwr=d， 了 矛盾 ， 
让 由 1 天。 
二 注 ] 亦 可 取 XnEL ns 一 站 nl， 伏 后 证 朋 {x} 的 一 个 聚 
气 属于 A F,, 
16， 证 明 紧 集 的 闭 于 集 也 是 紧 的 
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证 法 一 ” 设 4 为 紧 集 ，BC 4 为 闵 集 ， 因为 4 是 紧 集 低 
A 昌 列 紧 ,从 而 B 有 十 列 紧 闭 集 , 故 如 为 目 列 基 的 , 即 B 为 紧 案 。 
证 法 二 设 {Gojae71 为 B 的 任 一 开 复 六 ，~8B 是 开 
集 ， 则 {Gs} U { 革 ~B8} 为 4 的 一 个 开 复 盖 ，4 紧 ， 则 从 这 一 


开 复 盖 中 可 取出 有 穷 个 开 复 盖 4， 不妨 设 ( 。 U G。) 


U (<- 也 4， 于 是 U Ca 一 已 ， 故 妃 为 紧 集 。 
人 一 1 


17。 证 有 明 如 迪 !， 了 ,是 距离 空间 信 中 的 紧 集 ， 则 必 存 
在 Xo ED， yo Ef,, 使 
DC 1 人 ) = plXos yo0) 
其 中 p(F， Ff > ) 一 inf p(X, »), 
XE 1 
yEF?2 z 
证 ” 据 19f 的 定义 ， 必 和 存 症 XE 了 1，ynE 了 ,，， 使 
: p(t 1， f,)= in OCX Yn) 


因为 ,， 1; 为 仿 中 紧 集 , 必 存 在 子 序 列 {} 使 Xn->x0EF,， 
yar> yo Er,, 册 据 (YXY，y) 的 连续 性 ， 即 得 
plF 1, 2)=DO(GXo， yo0) 
。 证 明定 义 在 紧 空 间 上 的 连续 沪 数 必 是 有 界 的 ， 而 且 
的 上 、 下 办 
证 ” 设 介 为 紧 空 间 ，f(X) 为 定义 在 六 上 的 连续 函数 ， 我 
们 证 明 f(x) 是 紧 集 。 因 为 人 为 紧 空间 , : 必 自 列 紧 , 任 取 y= 
f(xXn)Ef( 人 全), 存 在 Xe>XoE 慰 ， 利用/(x) 的 连续 性 可 得 
ys /AYEIX) 


故 1 (六 ) 为 自 列 紧 的 ， 即 f1(X) 为 紧 集 ， 从 而 A( 民 ) 是 全 中 有 
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界 集 。 
现 设 MM= sup f(xX), t= a f(xX), 则 存在 xX, 上 ， 
xEKR XxX 亿 天 


ynG 兴 ， 使 
lim f(x.)=M, limf(y,)=m 
站 一 > CO 


他 一 > 已 局 


利用 大 的 暴 性 ， 存 在 
Xn >X0CX, yan——>yo EX 
易 知 几 = f(xX0)，m= f(yo)。 
19。 证 明定 义 在 枝 空间 上 的 连续 函数 必定 一 致 连续 的 
(一致 连 续 的 定义 与 数学 分 析 中 的 相同 ) 。 
证 ” 贡 和 六 为 紧 空 间 ，f (Xx) 定义 在 和 X 上 连续 ， 任 取 e>> 0 ， 
对 每 一 个 XE 六 ， 和 存在 6s> 0 ， 使 得 当 yE 53(X，64) 时 有 


f(y) -f(x)| < — 
U > (2， Ge) = 扣 ， 国 为 入 紧 ， 必 存 在 有 限 个 点 Xi， 以 2? 


“0 有 
U SC ) -= 天 
1= 1 2 


0 
现 取 6= ”min 一 -3 一 ， 则 当 p(x/，*1)<6 时 (不 妨 


Gy 
设 X*E5《 Xi， > ) ， 有 


PCx1，xio) EPOX!, 7) + P(X, Ki J EONs, 


故 fCx7) ~ fx ) SI ) f(x) 
+j FFCxio )— f(xI)|<e 
玉 以 f(x) 是 一 致 连续 的 。 
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20， 证 明 全 中 的 子 集 4 列 紧 的 充 要 条 件 是 
(1) 存在 全 >0， 使 得 对 一 切 x = {&1， E29 gEns 
E 4， 有 
> 16»?<EK 
n= 二 1 
(ii) 对 任 给 的 se> 0， 存 在 入 > 0， 使 得 当 m>> 计 时 ， 
对 一 切 xE 4 有 / 
2 |énl? 2 
n= 二 1 + (守备 
证 法 一 ”必要 性 。 芭 4 列 紧 ， 则 4 全 有 磺 ， 条 件 《〈i) 
显然 成 立 。 下 证 条 件 (ii) 。 任 给 sg> 0， 因 为 4 全 有 界 ， 
必 存 在 有 旁 的 雪 e1/? -网 人 xi 必 29 Xn }, 对 于 xi 9 
xX,，…，Xno， 存在 入 ， 使 得 当 m>> 入 时 有 


i | 8 着 2 


《 对 于 ;= 1， 2,….， ?2 一致 成 立 ) 
现任 取 xXE.A， 首 先 存在 X;( 1 所 i 志 n。) 使 


OO 


， PY1/P 
p(x, -| 世 | | | <ei/VE7。 


好 一 于 


1 /P 


Co i jr Co 
> 6 < 2 ] Ei ~ SK! "| 
1 = P17 


m1 
一 Ciy | 人 ! /Pi/2 1 JP/2 1 /P 
1415 | ] <e t+e’ = 


一 1 、 


故 条 忻 (ii) 成 立 。 
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充分 性 。 因 为 下 完备 ， 据 参考 文献 [ 2 ] 定理 2.+ 推论 
(p30 ) ， 只 需 证 明 对 任 给 的 se> 0 ， -4 存在 列 紧 的 se 网 。 
任 给 g> 0 ， 由 条 件 (ii)y， 存 在 N， 当 m 六 时 有 


7 | 有 |P<eP 《对 一 切 X= (61)E4 成 立 ) 


我 们 令 

B={(é1629° 0 (DG4 
则 8 是 和 女 的 一 个 -网 。 现 证 8 列 紧 ， 了 据 条 件 ( 1 ) 对 
一 切 (人 6)E 4 成 也 


én| -Ki/P? (CVn) 
故 对 一 切 ( 51， Ss, “ryEN, 0 ，… ) EB 也 有 
下 让 < 人 合生 全 (82=1,2,.V ) 


则 存在 二 ?一 > > E40 Cn=1, 2 LV )， 记 


_ CIy C1y | 
-~ (&£! EC) .., £2, 0, .….) 


多 


xo= (£0) E407, £40) 0,...) 


"9 


则 xoE€ElP， 且 P(Xi，X0o) 一 > 0 (1 一 co ) ， 从 而 8 是 列 紧 和 的 。 
证 法 二 ” 必 尼 性。 只 要 证 明 条 件 〈《ii)》 成 立 ,用 反 证 法 。 
设 和 存在 se > 0 ， 对 一 切 目 然 数 mr， 他 在 YamGE 4 使 


一 P 
> | | > (1) 


因为 4 列 紧 ， 必 可 从 {xm} 中 取出 一 收 化 子 序列 ,不妨 设 
-9 人 人 “EID, UX = 《sn ) ， 则 存在 以， 当 m> 入 时 有 


Hi 
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oo 1 /PP 
[5 [5») ? | He 


天 一 好 


以 及 
CO 1 /jr 
(Em Ee 


好 二 了 


故 当 m NN 时 有 


ni 二 Dt 


这 与 Ay 因此 条 件 (ii) 成立。 
分 性 。 任 取 A 中 一 无 穷 点 列 ( &《*)， 直 接 证 明 存 
和 身 先 据 条 件 (i 1) 得 


5 1 8 JP<K (Yh 成 立 ) (2) 

1i 二 1 
据 淋 件 《( ii) 知 ，VYe>0， 存 在 入 ， 当 > 入 时 对 一 切 h 成 立 
对 | Et |P<e (3) 


中 一 了 


由 《〈《 2 ) 知 对 每 一 个 %， 冯 矿 关 于 R 是 一 个 有 界 数列 ， 故 可 
按 对 角 线 手续 取出 一 子 序列 {ns}， 使 
5 "£2 6n ( Vn ) 


人 X= (< ) ，x， C&C )， 我 们 证 明 xE€E1IF?, 是 


iP ) 
x ,一 >x。 事 实 上 ， 由 (2 ) 对 一 切 N 成 立 守 5( 2 
"n=1 
~N 
<K, 令 kh->o0, 便 得 2 | 6 | ?<K， 故 xEP。 又 因为 
=] 


5b9 


| 1 Ei | 


"二 1 3 一 了 
=N+1 
+ 2P je) 攻 | ) 
n= 二 入 十 1 n= 二 N+1 


k 

21。 证 明 3 空间 中 的 子 集 4 列 紧 的 充 要 条 件 是 对 每 个 n 
(= 1，2，3，… ) ， 存 在 CL, 0， 使 得 对 -~- 切 x=1 si， 
£29 9 En9 "…}EA4， 有 

| 5 | < (n=1, 2,，3, .……) 

证 ”必要 性 ， 

证 法 一 “用 反 证 法 ， 议 4 列 紧 ， 但 存在 zeo。 使 对 一 切 自 
然 数 k 有 xs=(&4*” ) E 4， 使 


| 8 5s) | > 


1P 
冯 即 可 他 YX 一 人 >X。 


因为 4 列 紧 ， 不 妨 设 x,- 一 >*x， 据 参考 文献 2 ]p20 例 11 知 


x 一 ee 一 > (yn) 
天 pyo0”" 


收敛 数列 必 有 界 ， 所 以 存在 K> 0， 使 | 8 | <Keva， 
市 盾 。 故 对 一 切 YE4， 有 
| &7 | 委 C， (n=1, 2,，3...) 
证 法 二 ”定义 映 出 $,: S 一 >Ri 如 下 ，x=(&,)E€5, 
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今春 (0X)》 = 二， 显然 $, 是 连续 的 ， 帮办 (4) 列 紧 ， $n(A) 必 
为 RR! 中 有 界 集 ， 即 对 每 个 1i， 存在 C。> 0， 使 
| 和 | SC, ( 对 一 切 (&,.)E€ 4 成 立 ) 

充分 性 . 

证 法 一 ” 设 条 件 成 立 , 任 取 {x4} 己 4, 其 中 x = Cg), 
因为 ] 8(* CC Vk )， 则 按 对 角 线 手续 ， 取 出 子 序列 
{4}， 使 

lim E52E, (Yn) 


故 4 列 紧 。 
证 法 二 因为 8 完备 ， 故 只 须 证 明 4 存 在 列 紧 e- 网 (对 
一 切 e> 0 ) 。 任 给 eg> 0 ， 存 在 N， 当 mm > 六 时 ， 有 
》， 去 <e 


了 一 人 


令 
B={(€1, €2, ‘1 E 0，…) | (人 ED)EGd) 
显然 ，B 是 4 的 e- 网 ， 因为 B 中 之 点 只 有 前面 N 个 从 标 不 
为 谷 ， 目 
| 5 | 委 C， (n=1, 2,.…, N) 

则 容易 证 明 B 是 列 紧 集 。 

22。 证 明 列 紧 集 的 闭 包 必 是 自 列 紧 集 。 

证 设 4 列 紧 ， 任 取 {xas}c 4， 对 每 个 n, 由 于 x,€ 4， 


必 和 在 在 ynEA 3 使 pp ( Xns yn ) < 一 一 ,因为 4 列 紧 , 对 于 
(yj 4， 可 取出 子 序 列 ywt 一 >yE 4, 易 证 xs 之 风 
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故 4 自 列 紧 。 
23。 在 数 轴 上 添加 无 穷 远 点 - co，+ co， 得 到 的 集 记 为 
!。 试 在 后 :中 适当 地 定义 距离 ， 使 尺 : 与 区 六 [0， 1] 同 及 
0 1 ] 的 距离 与 RR! 同 ) 。 
[0，1] 中 ，p(x，2) = |x~y|， ER 中 我 们 仿 


Pi(x, »y)= 一 | arctgx ~ arctgy | 


TT 


况 定 arctg( 士 co) = 士 -一 ， 多 灶 DO: 十 一 个 距离 ， 作 L0，1. 
-一 > 全 :的 映射 9(x) 如 下 : 
tg (zx- 5-) 当 xE(0，1) 时 


一 00 YY=0 时 
十 co % 二 1 时 


g(xX)= 


则 显然 有 
PpP1: (g(xX), G9(Y) ) = P(X, ») 


故 9 是 [0，1J 一 > 下! 上 的 等 距 映 冉 ， 从 而 [0,1] 与 R! 同 肪 。 
24。 在 数 加 上 深 加 一 个 无 穷 远 点 co ,得 到 的 集 记 为 RRs， 
试 在 如 中 适当 定义 距离 ， 使 平面 与 开 上 的 昔 位 园 周 同 肛 

《单位 圆周 的 距离 与 全 2: 同 ) 
解 ”如 图 所 示 ， 作 映射 了 ， 
Ci《 单 位 国 周 ) 一 RY ,Myc0，N< 一 > 0 


肥 ] 
(y=1 时 ) 


158 


四 

| 

是 

- i 

1 | y= 1+ 信 ?* 
~ 1 一 2 (X=>0) 

区 二 

一 1 一 多 (入 二 0) 


我 们 用 P(A4， 8 了) 表示 Ci 中 的 跟 离 ， 并 且 令 

pi(AMa, Ka)=P(TTIA LZ, TINKp)= P(A, B) 
其 中 X44，XpE Ri， 易 知 T 是 C1 一 >RY 上 的 等 距 了 映射 ， 故 
C1 与 Rr 同 雄 。 

25。 设 f(t1)E CF0,1]， 求 出 方程 

x(D=fD +A xds Ctero, 11) 

的 连续 解 。 

解法 一 ” 据 参 考 文献 [ 2 ] p45 例 3 知 方程 对 一 切 1 存在 


9 


唯一 和解 xX(1) E CL0，1]， 改 写 为 原 方程 为 
x(1)=f(1) +4| K(t, s)x(s)ds= (Kx)t(t) 
其 中 


tit<s 


0 
Kt(t,s) = | 
] 1 223 


由 您 次 逼近 法 ， 取 Xo(t)ss 0， 得 

Xi=Kxo, x,=Kixo, .', X= Kx, 
则 

X(t)= lim x%,(t) 《CL0， 了 中 收 化 ) 


1 OD 


即 为 原 方程 之 解 。 容 易 算出 
X(t)= f(t) ,x,t)= f(t) +4| K(f)ds,.., 


xati(t)= f(t) + | K,(t,s) f(s)ds 
k=1 ~ 


其 中 Kt,s) = Kt,s), 
K, (1,s) = | KK, 1(u,s)ds (n>2) 
0 1 一 3 
从 而 K,(t,s) = ] 敬一 
oD 
x (DD=fO+2| | +A s+ 


pi t— Ss)»-! 
二 十 一 a 1 一 一 | re)d 


故 
Xi) = lim xD=AD+41| e* C(t" f(s)ds 


t 
0 
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解法 二 今 
y(t) = | x(s)ds 


则 y’ (CD = x(1)， 如 果 x( 站 满足 原 方程 ， 则 y() 必 满足 方 
程 : . 


(好 一 矿 丰 十 4 
(1) 
yy(0)= 0 
易 知 方程 ( 1 ) 的 解 为 
y= exetr f(s)ds . (2) 
再 令 


wD EAY = /1) + es Ct- f(s)ds (3) 
0 


下 面 证 明 * (1) 为 原 方程 之 解 。 事 实 上 ， 因 为 y( 划 满足 (1)， 
则 


y= +AY(E)= X(t) 
所 以 


70D= | x (sds 
0 
由 (3 ) 知 
x (0) = +4) x (syds 
0 


故 (1) = 了 (1) + | e* Ci- f(s)ds 为 原 方程 的 连续 解 。 


26。 设 7 为 完备 距离 空间 天 到 天 的 映射 ， 如 果 
DOTax，Tey) 
co 
刚 扩 存在 唯一 的 不 动 点 。 


证 令 


和] 


poTrsx, JT"y) 


则 


Cn0 一 12f Cr< 1 
故 存在 no 使 0 去 cx* <<1， 念 0= Cr 我 们 就 有 


pT X Toy)E0 p(x, y) (Vx, yEA) 
据 参 考 文 献 [ 2 J 定理 3,.2(p44)，7 必 存在 唯一 不 动 点 。 
27。 设 义 是 距离 空间 ， 证 明 不 等 式 
| p(x, 2) ~ Pp(z2, y) | p(X, y) 
其 中 xX，y，z 生 这 。 

28。 设 六 :， 了 :是 距离 空间 式 中 的 集合 ，、 其 中 一 个 是 紧 
集 ， 另 一 个 是 闭 集 ， 试 证 明 : 车 DC(P， 5 )=0 . 则 存在 
xo EP.NP,. 

证 因为 p(F,,， FF,)= inf p(x，y») = 0 , 则 存在 


xEF! yEFSs 
XnEF,, Yn,， 使 z 
plXng ya) 一 > 0 (n> co ) 
设 上 :为 紧 集 ， 了 :为 闭 集 ， 由 于 {xo}c 忆 ,， 则 存在 子 序 
列 X ,一 XE 1(R 一 >o0)， 但 
PlYn,, Xo0)& Pn sxXn,) + P(Xn,, X0) 
故 y， 一 >x6EP,， 即 x,EF, NP.,. 
29， 如 有 果 在 参考 文献 [2 1 定理 3.1 中 9= 1， 不 等 式 (3) 
为 严格 不 等 式 ， 举 例 说 明定 理 的 结论 可 以 不 真 。 


解 令 X=[0,+o0),Tx=x+l (xE[0，+eo))， 


我 们 容易 证 明 对 一 切 x，yE 50，+ co)，x 关 y 时 ， 有 
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|7x-Ty|<|x-y | 
但 ! 在 [0，co) 中 没有 不 动 点 。 
80、 在 线性 拓 扩 空间 台中 、 间 下 列 叙 述 是 否 成 六， 
(i) 设 4 王 五 为 闭 集 ， 则 x+4，c4 也 是 闭 集 ; 
(让) 上 的 子 空间 的 闭 包 也 是 子 空间 。 
81。 设 4 是 线性 拓扑 空间 E 中 的 吓 集 ，A4 关 $B， 则 对 于 
任何 x 生 4, yE AVWRaO0<a<1), axt+(1-a)yE 有 4 


证 因为 xE 4， 则 存在 x 的 一 个 邻 域 Us。=U。+ x， 使 
UsecC 4， 不 妨 设 U ,是 0 点 的 均衡 环境 ， 于 是 aUs= aU ot+ 
ax 是 ax 的 一 个 邻 域 ， 显 然 

aUs+(1- oa)yCA 
因为 aU 6+ (1- cc)y 是 cx+(1- a)y 的 一 个 邻 域 ， 故 


ax+ (1— oyE 4 
， 设 和 为 全 有 窜 距 离 空 间 ， 证 明 对 任意 的 e >0 岂 及 任 

守信 M eX 中 存在 一 个 无 穷 子 集 导 。， 使 得 M ,的 直 
径直 ee。 

33。 设 1(X)，fn(X) 在 紧 空 间 E& 上 连续 ，f.(X) 处 处 收 鳅 
于 f(xX)，fn(X) 之 fni1(X) (对 每 个 XE 上 ,n=1,2,.…)， 
证 明 f.《%) 一 致 收 煞 于 f(x%)。 

提示 任 维 。> 0， 考 察 集合 

Gn={xEE, | f(x)-f(x) | <e)} 


证 明 E& = U in 并 利用 紧 空 s 间 特征 。 


34. 没 下 为 距离 x 间 (上 ,已 ) 中 的 紧 集 ， 了 7 为 到 了 中 
的 觅 像 ， 满 足 条 件 ， 对 一 切 %， yEPF, Fy, 
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p(Tx, Ty)<P(x, ») 
则 了 在 了 中 存在 唯一 不 动 点 。 
提示 令 $(X) = (7 YX，x)， 证 明和 是 定义 在 上 的 连 
续 跑 数 ， 利 用 紧 集 上 连续 函数 的 性 质 求 出 不 动 点 。 
35。 设 V fa， 站 表 在 [ a，6 3 上 阁 变 、 右 连续 痕 数 的 全 
体 ， 其 线性 运算 与 CLa， 妇 中 的 相同 ， 在 上 [ce， 的 中 定义 苑 
数 


5 
xj= | x(o) | + L (x) 


RY Eo, 四 是 一 个 巴 拿 赫 室 间 。 
证 [ae， 冲 为 线性 空间 最 然 ， 今 证 §f.。 上 满足 范 数 公 
理 。 上 萌 宇 0 及 ax = al 二 显然 成 王 ， x= 0 等 价 于 


b 
x(0)=0， 旦 V(x)=0 了 出 等 价 于 对 任 一 分 刘 A;a= to<t,< 
机 “t=b, 成 开 


x(a)=0 

Ek 
>》 (xf) x(t)|=0 
1 一 


也 等 从 于 X( Ti) ea0， 
a bs 
lx+ ye lxca) {+ ya + VxY+ (Cy) 


= rll 
最 后 证 明 V [a， 中] 的 完备 性 : 


6 
plx, »)= |x(a)—-y(a)l+ V(x-») 
设 {x,(?)} 是 VTa，] 中 任 一 基本 列 ， 则 任 给 e> 0， 存在 入， 
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当 n， 人 时 ， 有 
» 

p(Xms Xn) = [xm(G) 一 xna(G)| + VV (Xm— Xn,) <eE 
容易 证 明 x,( 力 必 一 致 收 和 伍 。 记 lim x,(1) =Xx(1), 只 要 证 明 
x(t)EV [ao, b], Billx,— 划一 >0(9->co ) 。 

(1) x( 思 的 石 连 续 性 ， 让 A1>0， 因 为 

[x ~ Xx(t + AD| SIxH) ~ xalt) | 
+ |X) ~ x t+ ADD| + |xat+ dt)— x(t+ | 


因而 利用 X%,(7) 一 铬 收 化 于 %() 以 及 xX。,(1) 的 右 连 续 性 ， 立 即 
得 x%( 轨 的 右 连 续 性 。 


(11 ) 六 (xY)<+oo 以 及 人 -2 一 0 (1->co ) :因为 


xn(t) 是 上 Fo，b 中 基本 列 ， 所 以 对 任 给 的 e>0 ， 存 在 人， 
当 #， ID 人 时 ， 和 有 | 
k 
| Xm Ca) ~ xX,Ca)|+ 2, xm (Ct) — St) — Xm( ts ) + 
i=1 
t+ Xa hi) [lx, — Xnll <e 
对 一 切 分 划 J 成 立 。 上 式 中 国定 n 宇 昼 ， 邻 mi 一 co， 得 
Rk 
x(a) ~ xX.Ca) + 2 [X12)— Xx,(t)— x(t) 
1 二 1 
+ X(tii1)iRe 
放 当 n 宇 计时 有 |X 一 X% 圳 所 e， 这 就 证 明了 x()EVTEa, 0] 以 及 
OCX XY)——>0 (n>00), 
36。 设 M ,是 5Eo， 58] 上 有 界 函 数 的 全 体 ， 线 性 运算 的 


定义 与 CLao， 妇 中 的 相同 ,在 间 。 中 定义 范 数 


[xil= sup 1x( | 
ot 
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求证 M ,是 Banach 空 间 。 

证 |。| 满足 范 数 公 理 显 然 ， 我 们 仅 证 明 完 备 性 。 设 
{xnx(f} 是 好 中 任 一 基本 列 ，、 则 对 任 给 的 e>>0， 存 在 人 入， 当 
:> 1 几时， 有 


suUP xm(i)— X(t)| <e 
Eta， b] 


故 X,() 在 [a，064 上 一 致 收敛 于 某 一 遂 数 x(1)。 又 因为 
[x Ct) | XC) ~ x Ct)| + | XC) | 
所 以 x(1)E€ 放 ,，， 最 后 据 几 ,中 收 合 与 一 致 收 化 等 价 可 得 
x,— Xl—>0 (n>o0) 
故 腑 ,是 Banach 空 间 。 
37， 设 HP? (0<P&1) 表示 [a，b] 上 满足 霍 尔 得 条 件 
[X(t )— x(t,) EM lt 1 
的 遂 数 全 体 ， 线 性 运算 的 定义 与 CLa， 如 中 的 相同 ， 在 如 ?中 
[x(f1)— x(t ))| 


[xii= jxCa)l+ sup Ene 


a<h <i <b 
求证 ?为 Banach 空间 。 / | 
证 我 们 仅 证 明 及 ?的 完备 性 , 设 {x.()} 为 ?中 任 一 基 
本 列 ， 则 对 任 给 的 e>0， 存 在 内， 当 2，m> 必 时， 有 
1x (ay) 一 Xm(G) | + 


sup Xi) Xm )— Kat) tr An) <。 
oH <ta 所 0 ti 一 加 | 


由 此 可 得 xs 人 如 在 [as， 日 ] 上 处 处 收敛。 记 极 限 函数 为 *(4， 
下 面 证 明 x(D)EH?， 县 |x。-% 一 ?0《w 一 >oo )。 任 取 
a<t, <t,<b， 当 n，1n> 刘 时， 有 | 
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Txt ) xm) Xa ts) + Xm(t) | 
Te 


ER (a) 和 Xm(Q) | 十 -一 


IX Xn| <e 
在 上 式 中 国定 n 汪 入 ， 令 1 一 了 > co， 得 


: Xnt1)— X(t)— X(t,) + x(t, 
|x,.Ca)— x(a)|+ 上 nt 4 i + | ee 


从 而 


1 1 z 
TD <ce+ lx,|l (n>N) 


则 x(1)E 日 ?， 且 当 n>>N 时 ， 有 
: [|x ,一 X 过 sz 

帮 x, 一 ->XY， 互 ?为 Banach 空 间 。 

38。 设 m 为 一 名 有 界 交 列 组 上 的 集 线性 运算 与 1? 中 的 
相同 ， 在 办 中 低 

1x = sup 1 | 
nl z 

其 中 x = {51，54，…，&n … Em, 则 im 为 不 可 分 的 Banach 
空间 。 : , / 

证 ”7 为 赋 范 线性 空间 显然 ， 今 证 完备 性 。 设 {x，} 为 m 
中 任 一 基本 列 ， 其 中 xs= {E ,7 ，，E7}， 则 对 
任 给 的 es> 0， 存 在 N， 当 nm，m N 时 ， 有 本 


EXE = SUP | EE™ 一 二 Cn <e 
ierl : 
故 对 每 个 让 《87 是 一 个 收敛 数列 ， 记 所 = 二 ie?P， 
闻 一 > OO 
因为 对 每 个 !f， 当 f，m>> 六 时 ， 有 
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| 5 -| < 
固定 2> 必 ， 令 mm 一 >co， 则 得 
E Cn) -和 | < 2 (i=1,2,3,..,n>N) 
所 以 | Xn ~ %|— 0, 且 x = (6,)Em, 
下 耐 证明 m 是 不 可 分 的 。 记 
= {(&1) 1£, = 0 或 1} 
易 知 狼 不 可 询 , 其 势 为 江 ， 且 x,yEGA,x 天 y 时 省 x- 如 = 1 
站 Pa 可 分 ， 则 存在 可 列子 集 {ye 守 z 中 稠密 ,我 们 以 人 中 之 点 
为 中 心 ， 坦 为 半径 作 开 球 ， 这 种 开 球 所 成 的 类 的 势 为 慌 ， 
由 于 {yx} =m， 则 每 个 球 中 都 含有 { yx* } 中 之 点 ,从 而 至 
少 有 一 个 y: 同 属于 两 个 不 同 的 开 球 ， 例 如 同属 于 SCx, 专 )， 
2(y， 和 全)， 其 中 xX，yEK，x 关 yy， 则 
i=pP(X, y)EP(X, YY) + p(y,, y)< 
I, 故 m 为 不 分 的 Banach 空 间 。 
9， 设 (为 一 切 收 全 数列 组 成 的 集 ， 线 性 运算 与 1? 中 的 


昌 同 在 CC 中 令 
| xj = Sub |6, | 
nl1 


其 中 x = {61， Se EC, 则 人 为 可 分 的 Banach 空 间 。 

证 和 完备 性 ， 人 充 {x;} 为 C 中 任 一 基本 列 ， 其 中 x, = 
{EC") ) 志 So ”多 6 《Cn ? 二 则 对 任 给 时 a 之 0, 存 在 人 N， 
当 n, m> 人 入 时 ， 有 


En) - £ Km) < (1=1,2,3,..….) 《 藉 


168 


故 lim ECn) 存在 ， 记 和 = lim £ Cn) (1=1,2,3,.. ) ,内 
为 

| 8&0 él +| -| + | 8 -和 
由 此 立即 可 知 lim x* 存 在 ， 放 x=(#)EC。 又 著 在 (#*) 


< Cn) 
Eitp 一 三 全 


中 国定 2> 必 ， 令 mr 一 >co， 则 得 
EC -& <e (1=1,2,3,.…, n>lN) 


所 以 lx; 一 Xl 一 0 《1 一 了 co ) ， 空 间 C 的 完 鱼 性 特征 得 证 。 
可 分 性 ， 记 EEo={(ri， 7 ，…，?n， ?7，f?，……) | 7 为 任 
一 自然 数 ，r;，? 均 为 有 理 数 }， 则 上 oCC， 且 可 列 . -下 面 证 
明 , 在 C 中 秽 。 任 取 x= (58,)EC， 则 
lim 上 ,= 


Ho00 


故 存在 六 及 有 理 数 r， 使 4> 六 时 ， 有 
1 一 站 < 
对 于 5 ，5，…，ENW，， 必 人 和 仔 在 有 理 数 ri ，r:，…，rw， 使 
1 一 <<e (1=1,2,..…,/Y ) 
令 》 = 《71 六 2 0 则 yE€ 上 上 ，， 是 
P(x%, y)<e 
由 于 e 是 任意 的 ， 克 ,在 CC 中秋 密 ， 所 以 C 是 可 分 的 Banach 
空间 。 
40。 爸 C0 为 一 切 收 敛 于 零 的 数列 组 成 的 集 ， 线 性 运算 
与 ?中 的 相同 ， 在 C6。 中 令 
xl = sup |é,| 
nl 
其 中 x= {51 529 9 ca "i }ECos 则 Co 为 可 分 的 
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Banach 安 间 
提示 ”方法 癌 本 章 第 39 题 ， 对 于 可 分 性 ， 只 需 取 
Eo={(ri, ri yn 0，0，…) 
# 为 任 一 自然 数 ，”, 为 有 理 数 (1= 1，2，…， mn) } 
然后 证 明 忆 ,在 Ce 中 稠密 。 
41。 用 多 :(-- co，+eco) 表 示 定 义 在 (-co，+oco ) 上 
的 可 测 国 数 ， 且 满足 


ee 中 
lx? = 1 i | [xCf)l ?di<oo0 (1) 
一 > 人 一 


的 实 值 通 数 全 体 , 证 明 2G:(-ee，+eco) 按 (1) 定 义 的 范 数 
是 一 个 赋 范 线性 空间 (规定 .9:( + co,- co) 中 的 零 元 为 满足 


— T 
lim -A |}, 1x(1)1 ?dt= 0 的 元 素 ) 。 


42。 用 Co( 一 co， 二 590) 表示 定义 在 《一 co,+co) 上 县 
在 某 个 有 限 区 间 之 外 为 零 的 连续 疯 数 全 体 ， 这 里 的 有 限 区 间 
将 随 着 函数 的 不 同 而 不 同 。 问 Co(- co，+oco) 按 范 数 


xl| = sub (1x00) 
fiG《 一 ce， 十 ce) 


导出 的 距离 是 否 完备 ? 和 若 不 完备 ， 试 求 出 它 的 完备 化 空间 。 
解 ”我 们 记 


C={xzDECC-co，+co)， lim x(t)=0) 
~ 00 


x(1)E€ C ,时 ， 规 定 范 数 
bl= sup xb 


可 以 证 明 C, 是 一 个 完备 的 赋 范 线性 空间 。 任 取 x(DE 忆 ,， 
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(1)ECo( 一 co0，+ oc0)， 著 令 连续 函数 Xx.(t) 如 下 ， 
x(1) 1E€fL~n, 


Xa(X)=<0 ICG( 一 co， 一 HH 一 到] Utn+ 去， + co) 
线性 ”iEL~n- 风 ， 一 njULn，n+ 当 3 

则 xx.(iECo(-co+co)， 且 {xa(t)} 是 Co 一 co,+ 9) 中 的 

基本 列 ， 显然 x; 一 Xi 一 0C(n->o0)， 但 x(1) EC 一 00,+00) 


改 Co( 一 co，+ 0) 不 完备 ，Co 是 Co( 一口 ，+ 0) 的 完备 化 
空间 。 

43。 设 为 Banach 空 间 ，A4CCE 为 闭 子 集 ，BCE 为 紧 
子 集 ， 证 明和 44+8={x+y: xE4，yE21} 是 闭 的 。 

证 设 X。+ yA+B,， Xs,+ yn 一 他 2(01 一 > co)， 其 
xnwE 4，ynE 呈 因为 2 是 紧 集 ， 我 们 不 妨 设 yoyo 拒 O， 则 
Xn= (Xst Va) 一 yn 一 >2Z 一 yo (Nn>00) 

LA 
No=2~— Yo 
因为 4 闭 ， XxX»€ 4, WxoE€E.4, 于 是 
z=X,+ yoEA+B 

这 就 证 明了 .A+ 8 的 闭 性 。 

44。 证 明 空 间 3( 见 参考 文献 [2 ] p18 例 10) 不 可 峰 汇 ， 
即 在 ?上 不 可 能 定义 一 个 范 数 ， 使 得 由 这 个 范 数 导出 的 拓 扑 
与 5 的 原 拓扑 等 价 。 / | z 

证 ” 设 存 在 S 上 的 一 个 范 数 ij。 上， 使 ?由 ji。 导出 的 拓 - 
扑 与 原 拓 扑 等 价 ， 则 对 《5S, 上 上) 中 的 开 球 0 =1{xXE2; 
N21} 必 存在 邻 域 Usc(S，p), 其 中 


; 
Ua {x(DES: p(x,0)= | TT de 
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使 得 
UO | 
不 妨 设 0<6< 1 以 有 EL0，6]0n 五 ) 二 0， 我 们 今 
-Ero6ln 巨 
X(T ) < 
0 1€E- [0,81 
因为 


1 
a 
px, 了 - -| 11 
1 十 一 
1 
= ln(1+6)<6 


则 xCijE Us。 父 因为 对 任意 的 4 1， 


6 
pdx(D,0)<| 
+ 


=4ln(1 + 


<、 
故 对 一 切 4> 1 ，h4x(1)EU 叶 0, 这 是 不 可 能 的 ,从 而 S 不 可 
颖 汇 。 
45。 设 入 为 赋 范 线性 空间 ， 计 关 {0}， 证 明文 完备 的 充 
分 必要 条 件 是 单位 球面 3, = {xE 广 ， ||x| = 1 完备 。 


172 


第 五 章 ”线性 有 界 算 子 


一 、 基 本 概念 和 主要 定理 


有 界线 性 算 子 设 么 和 了 是 赋 范 线性 空间 ， 映 射 了 ， 
27 CA 一 一 了 是 线性 映射 ， 如 果 存 在 常数 M >0， 使 对 一 
XE DI), 有 

IT xe<MI|x|| 
虽 称 映射 了 为 有 界线 性 算 子 。 线 人 性 算 子 了 的 有 办 性 等 价 于 连 
续 性 ， 也 等 价 于 了 在 原点 连续 。 如 果 了 = 下 或 者 了 = C， 
/E€ 多 (X,Y 了 )， 则 称 f 为 有 界线 性 泛 函 。X 一 > 六 有 界 线性 
算 子 全体 记 作 侈 (入 ， 了) , 当 子 := 和 时 , 简 记 为 有 罗 (X) 。 奶 果 规 
定 了 E 绍 (XX ,了 ) 的 范 数 为 
TH= sup Txl = sup HTxl 
x 所 1 x 


虽 当 了 完备 时 ， 朋 (大 ， 了 ) 也 是 一 个 Banach 空 间 。 

逆 算 子 ” 设 线性 算 子 本 是 (外, 趾 ) 到 其 值 域 R(T) 上 
的 一 对 一 映射 ， 则 称 T 是 关 到 R(T) 上 的 可 逆 算 子 。 如 果 线 性 
算 子 ”满足 7 = 1z (7z 为 4 中 的 恒 同 算 子 )， 则 称 * 为 了 的 左 
逆 f 如 果 线 性 算 子 > 满足 TS' = Tr (7 为 了 中 人 恒 同 算 子 ) ， 
则 称 ”' 为 的 右 逆 } 如 果 线 人 性 算 子 TT 的 左 道 和 右 道 同时 存 
在， 则 7 必 是 一 > 了 上 的 可 逆 算 子 ， 且 7 "1=S=S'。 

TE GG(A),， 7T-! 是 人 (TT) 一 > 的 有 界线 性 算 子 的 充 要 
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条 件 是 存在 常数 a> 0 ， 使 对 一 切 x 人 EX ， 有 
I xl>all*| 


设 TE BX), TI<1l, Wd-T)1iE BA), 


《! -人 人》 -= 5 Ts 
n= 人 0 
上 式 右 边 级 数 在 络 (X ) 中 收 钱 。 

闭 线 性 算 子 ” 设 芭 ， 了 是 赋 范 线性 空间 ， 了 : BB(T)cCA 
一 > 了 是 线 人 性 算 子 ， 若 对 任何 X,.EB(T)， 当 Xs 一 六 X%X， XX， 
一 7 时， 有 xES9(7) 以 及 y= 了 x， 则 称 7 为 闭 线性 算 子 ， 
简称 闭 算 子 。Z 是 闭 算 子 的 充 要 条 件 是 了 的 图 像 和 人 >) = 
{(x，7TYx ) :YE 多 (7)} 为 七 x 工 中 的 闭 耶 空间 。 

容易 证 明 ，(i 如 果 了 是 闲 算 子 ，7 7 存在， 则 7 :也 是 
闭 算 子 : (ii) 设 广 完 各， 了 是 闭 算 子 ， 若 7?"! 存 在 连续 ， 则 了 
的 值 域 (了 了) 是 闭 的 。 

全 连续 线性 算 子 设 义 ， 了 是 赋 范 线性 空间 ，7 :人 一 > 
Y 是 线性 算 子 ， 若 二 将 六 中 的 任 一 有 界 集 映 为 Y 中 的 列 紧 集 ， 
则 称 工 为 全 连续 线性 算 子 ， 简 称 为 全 连续 算 子 。 

设 TE 角 ( 半 ， 了 )， 若 7 的 值 域 为 有 穷 维 空间 ， 则 称 人 为 
有 穷 秩 算 子 ， 易 知 有 穷 秩 算 子 必 为 全 连续 算 子 。 

全 连续 算 子 ! 有 下 列 简单 性 质 : 

《1 行 Xa 绚 收 伍 于 Xo， | 

(ii) 荆 的 值 域 ( 了 了 ) 必 可 分 

.《iii) 若 全 连续 ， 则 Te 也 全 连续 ， 

(iv) 设 了 完备 ，{T 为 有 (天 ,7 了 ) 中 的 全 连续 算 子 序 
列 ，7E 坟 (4 ， 了)， 若 了 ,一 致 收 化 于 TC( 即 上 ,~ 了 TT) 一 > 
0 )， 则 二 也 是 全 连续 算 子 。 反 之 ， 若 了 是 具有 可 数 基 


114 


( Schauder 基 ) 的 Banach 空间 ， 则 对 任 一 全 连续 算 子 
TE 妇 ( 针 ，Y ) ， 存 在 有 穷 铁 算 子 一致 收 伍 于 7。 

共 轿 空间 和 共 罗 算 子 设 X 为 赋 范 线性 空间 ,XX 上 的 全 部 
有 界线 性 泛 冰 组 成 的 集合 记 作 么 *#， 称 卫 * 为 六 的 共 胃 室 同 } 
共 轿 空间 XX* 一 定 是 Banach 空 间 ， 厂 的 二 次 共 罗 空间 计 ** = 
(AA) *, 

设 TEB( 计 ，Y )， 定 义 T*EB(Y*， 久 *) 如 下 ， 

T*f(%) = f(TX) (VfEY*, XEAX) 

称 /*# 为 ! 的 共 斩 算 子 ， 可 以 证 明 人 包 = 1。 

自然 娆 入 映射 和 自 反 空间 ”规定 映 出 /， 久 一 > 让 #% 如 
下 XEX, 令 P,EXW* FF.(f)=f(xX)(YfEX*#),， 并 记 

Jx=F, 

则 称 / 为 六 一 > 久 蝶 的 自然 诺 入 映 映 ， 若 站 = 下 4 则 称 公 
为 自 反 Banach 空 间 。 

一 致 凸 Banach 空 间 设 么 为 Banach 空 间 ， 芳 对 任 给 
e> 0 ， 和 存在 6> 0 ， 只 要 和 x -yji>e(Clxl=lyl=tiy)， 
有 |x+y3j 儿 2- 6， 则 称 汪 为 一 致 山 Banach 空 间 。 可 以 证 明 
Hilbert 空 间 是 一 致 凸 的， 一 致 凸 的 Banach 空间 必 是 自 反 
Banaach 空 间 。 

Banach 空 间 中 的 强 收 敏和 弱 收 化 设 {x,} 忆 A， 
XEA， 若 | xs 一 2 一 > 0 (>co)， 则 称 {x,} 强 收 敛 于 x， 
简 记 为 xs- 一 >X 如果 对 任 一 EX*,，f (Xn)—>f(X) (n-> 


co)， 则 称 {Xa} 弱 收 伍 于 x， 简 记 为 x,- 一 wx3 设 {/] 王 无。 
f EAX*， 如 果 对 任 一 XEX，f.(X) 一 >f(x) (nn->co)， 则 
称 {fs}* 弱 收 化 于 /， 简 记 为 1 一 3 了. 
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Banach 宝 间 习 中 点 列 {xs} 强 收敛 于 x， 必 可 推出 {x 弱 
收敛 于 xY， 反 之 不 一 定 成 也 。 么 者 中 点 列 《f sj 强 收 剑 于 六 ( 即 
有 一 有 0)， 后 可 省 国有 纹 收 语 于 f， 肥 也 不 一 害 
凡 工 。 

定理 1(〈Baire Category ) 设 ( 帮 ，p ) 是 完备 距离 


空间 站 = 出 B。， 则 必 存 在 bo 使 局 在 天 的 某 个 闭 球 中 和 


密 ， 即 文 为 第 二 纲 集 。 
定理 2 (Hahna-Banaach) 设 G 为 赋 范 线性 空间 卫 中 的 
于 空间 ，j 是 定义 在 G 上 的 有 界线 性 活 函 ， 则 存在 EX%， 
使 上 F=flla,，xEG 时 ，f (x)=F(xX), 
定理 3 (Banackh 道 算 子 定理 ) 设 大 ,了 均 为 Banach 空 
间 ， E 坟 (从 ， 上 了 )， 若 TT 是 XX 一 >Y 上 的 一 对 一 映射 ， 则 
Ti€E%(Y, X). / 
定理 4〈 开 上 映射 定理 ) 设 关 ,YY 均 是 Baaach 空间 ， 
1E 红 (就 ,YY )， 若 TX =Y， 则 T 是 开 上 映射 (即将 关中 开 
集 映 成 寺中 的 开 集 ) 。 
定理 5《〈 闭 图 象 定 理 〉 设 半 ，Y 均 是 Barach 空间 ， 
1， 人 一 > 了 的 闭 线性 算 子 ， 则 了 有 界 。 
定理 6《〈 共 榴 定 理 ) 设 久 为 Banach 空间 ，Y 为 峰 范 
线性 空间 ，{ aoj ae .YC 多 ( 半 ，Y )， 若 对 任 一 xEX， 
sup ffs x|<+o0 
EE of 
则 必 有 有 
sup fj<+o0 
CC go 


设 人 为 线性 空间 ，|* 川 ,， 上 "省 : 是 定义 在 站 上 的 两 个 范 
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请: 


效 ， 芳 存 左 正 数 氏 ，， K,, 使 不 等 式 
RK lx eixl;, <K ,|x| 
对 一 切 x 蕊 态 成 并 ， 则 称 上 下 与 1 上 ;等 价 。 利 用 Banach 族 算 
六 定理 可 以 证 明 : 
闻 洒 线性 空间 和 上 的 两 个 范 数 |* 生 与 上 1;,， 均 使 羡 成 为 
Ranach 空 间 ， 月 不 等 式 
le ll 
对 一 肖 YE 操 成立 ， 其 中 长 为 常数 ， 员 等 价 。 
有 界线 性 算 子 的 说 和 正则 介 这 i Banach 宏 间 ， 
TE 多 ( 计 )， 则 种 ; 
p(T1)={AEC:, (1 -7)"1€E BN))} 
为 算 子 ! 的 正则 集 ， 称 正则 集 p(7) 的 补 代 
oc(f)=C\p(7) 
力 算 子 T 的 谱 集 ， XE p(T) 时 ，RG3T)= (41~7 了 )"! 称 作 T 
的 预 解 式 。c(C ) 是 盘 平 面 C 上 的 有 介 闭 钳 ,f (2;37 ) 是 开 集 
po) 上 的 生计 因数 。 a 
称 
os(t)=f4Eco(7)， (141-7 了 )x=0 有 非 
为 算 子 了 的 贞 详 ，2 Cop(T) 为 了 的 特征 舍 ; 
re = Eo ): (41- ”0 内 有志 解 ， 


零 解 } 


为 算 子 T 的 连续 溢 ， 
or(1)={A4E0o(7): (41-7 了 )x=0 只 有 零 解 ， 
(入 一 了 了 ) 的 值 域 在 人 中 不 稠密 )} 
为 算 子 荆 的 莘 余 谱 。 易 知 
of )= op ) Uoc(T) (lo.(7) 
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全 连续 算 子 T 的 Riesz-Schauder 理 沦 设 7E 有 罗 (人 ) 是 
全 连续 算 子 ， 则 

(i) 七 为 无 穷 维 时 ，0Eo(7T); ol(T) 或 者 是 有 限 集 ， 或 
者 是 仅 以 0 为 聚 点 的 可 列 集 ; 

() 4 了 关 0 时 , 或 者 4E pp (了)， 或 者 iEo,《T 了 ,上 且 
NAEop( 了 )。4 关 0 时 ，4 所 对 应 的 特征 向 量 空间 是 有 穷 维 的 ， 

(111) o(1 )=o(7*), BAFO NE op OAE op (7T*), 

(iv) 设 4 了 1，AEgp(T)，WEop(T*)， 工 ,， Lu 分 别 
为 了 和 7* 相 应 于 4， 的 特征 向 量 空间 ， 则 LLa%; 

(V) 4Ecap(7)，4 天 0 时 ， 害 

dim L;,=dim Li* 

这 里 dim 志 ,表示 特征 向 最 空间 过 ,的 维 数 。 


二 、 例 题 、 习 题 与 解法 


1， 冯 无 穷 阵 (ab) (1， = 1，2，3，…) 满 足 


CO 
SU | Qisl 民 十 
Ts=1 


y=7 x%, ni 2, QS 4 I {Ss1, Cn, 六 }， 
1=1 有 } 

y= {71， D2p "7ns "*}, 是 由 入 到 加 中 的 有 界线 性 算 子 ， 

日 ei 


T= sup | a 


} 7 二 1 


证 是 线性 算 子 显然 。 因 为 
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OO 
Hyl= sup lm l= sup | Do ayl ] 
1 j=1 
< (sup TD laot) dal 
j=1 
PR 以 
YT sup 2 | ci | (1) 
} 一 
另 一 方面 ， 令 
Xi={Sgnatly Sgnat2，…，Sg&DCtn， ‘**} 
xiEm, lxdlel Ci=1, 2, 3,，…), jf 


{ OO oO 
re 2 CiiSgnCt， 2 ayySgaCth -| 


1=1 J 一 1 
ThTxd> | 于 ousgacs | = DE Law 
一 7 二 1 
(1=1，2，3，… ) 
才 
Tsup | av! (2) 
i 7 二 1 


由 《1)，《2 ) 立 即 得 


T= sup 2 [ow | 
1? 7 二 1 
2。 对 于 怎样 的 角 数 a(1)， 算 子 T 了 x(t1) =a(t)x(!) 硬 
CLa,b] 中 是 连续 的 ? 如 果 它 是 连续 的 ， 试 求 它 的 范 数 。 
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解 当 a(t)ECra,b] 时 ,TX(t) =a(t)x(1) 是 Cfa,0j 中 的 
有 分 线 性 算 子 。 显 然 有 | 到 -ax [alt) 人 
Qs 


3。 对 于 怎样 的 函数 a(t),， 算 子 Tx(t) =a()x(i) 罕 
上 L?[a,b] 中 连续 ? 如 果 它 是 连续 的 ， 试 求 它 的 汇 数 。 


解 aa 人 (iDELsora,b] 时 ，7x(f =aG(tX(ChD 是 La,D] 


中 的 有 务 线 性 算 子 ， 显 然 
人 用 1e(t|ee := ea 
a= varisup |a(t) | 
ot 侍 上 上 
任 给 e> 0 ， 令 
E={iE€[a, pb]: |a(fb| a-e} 
则 mE > 0 ， 我 们 取 x(1)E 工 :[a,p] 如 下 ， 
| sgnag(t)/ (mE) 人 i€EE 
xX({) 一 
0 i€ [a, bi-E 
则 xt))| = 1， BH 
lo) |: ,1 
1TH>17xl={ |; 一 mE -dt | >a—e 
因为 e> 0 是 任意 的 ， 故 jl 宇 a， 从 而 


7 = varisup | at | 
t€La,b] 


4。 设 KK (1!，s) 是 a tb，o&s 6b 上 的 可 测 函 数 ， 且 
KG 5) 1dt 对 [o，6] 上 几乎 所 有 的 s 存 在 ， 且 作为 的 
函数 是 本 性 有 界 的 ， 令 

y= 人 Tx: yt) = "°K(t, s)x(s)ds 
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则 全 是 二 [a， 扫 到 其 自身 的 有 界线 性 算 子 ， 且 
T= vari sup|， | Kt, s) 1dt 


0 
C= YArL sup| 1K, s) | di 


ds 人 eb 
TT 显然 是 LLo，01 一 > 上 LLa， 中 中 的 有 者 线性 算 子 ， 且 Nil< 


A 
为 了 证 明 上 ?i 宇 a， 我 们 考察 共 轮 算 子 1*， 
(T'*#x) ‘= Kt, s)x(t)dt (x(t)E Lr*rta,b]) 
7 是 L~[a,bj->L*“[a,0J 中 和 的 有 界线 性 算 子 ,县 上 = 必 工 半 ， 
故 只 要 证 朋 上 剂 宇 a。 任 取 e>> 0 ， 仿 - 
E={sero, 6 | | KG Sldisa-el 


则 mB> 0 。 图 为 | 1 (ss) Idt 关 于 s 本 性 有 界 , 所 以 

| | ECG s)1dt ds<+o0 
根据 积分 的 性 质 ， 必 存在 连续 函数 人 ,1，s)， 合 

站 PK -KG 1di ds 一 

从 而 可 得 

| 长 s)—A(t, 3) 1 df 一 -0 
出 Riesz 定 理 ， 存 在 子 序列 由， 使 上 式 对 2= 入 几乎 处 处 收敛 
于 0。 为 简单 起 见 ， 不 妨 设 | 
评 据 中 有 果 洛 夫 定理 ， 和 存在 闭 集 f CL， 使 mf>> 0， 以 及 
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K,(t,s)— K(t,s) {dt——y0, 


(IK s)- Kd, s) | df 二 0 (1 

因为 mF > 0， 则 必 存 在 SoEE， 使 对 8 的 一 一 切 邻 域 U(s。) 有 
m(U(so) NF)> 0 

又 因为 soEfFCEB， 故 

Ke s) ldiva-e (2) 
由 (1) 可 知 存在 邻 域 U《s0) 及 自然 数 N， 使 对 一 切 sEU(s， 
人 下 成 泣 

| [KG -Kt, so 1dts| Ks, s) 


~ Kx(t, s)| dt+t| | Kx(Ct, $S)~- Ky(t, so)|di 
+| Ks, so)— Kt, so) | di<e (3) 
现 取 @g(!) = sgnK(t，so) € Lr[La,b], 上 ollw= 1，92( 节 显然 
可 测 ， 则 出 (3) 得 
| Kut, pndi-| K(t, so)o(t) dit | <。 


(VS EU(so) NF ) 
从 而 当 5EU(so) 人 上 时 ， 有 


Kui, so) dt - i Kt, 
则 sEU(so) 人 NF 时 ， 成 这 
KG, Spat|>) 1KG, so) ldt-e>a-2e 


故 


IT #|S varisup | K(i1, s)o(t) dt >a- 2e 
os b 4 
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由 于 e> 0 是 任意 的 ， 所 以 1 外 = TH 宇 a， 从 而 上 [f= a 
5。 六 suD cs +co， 在 /中 定义 线性 算 子 ， 


y= Xn = CnEn (n=]， 2， 5, … 
其 中 X = 人 lye2s "Gn ,Y= 1 人 2 和 9， “9 J 
则 { 是 有 徊 线 狂 算 子 ， 且 


| = suP lan | 
nl 


证 因为 i= 2 |anln <sup [ea 1 ， 所 以 


nin 一] 


{esup le, | 
nl 


另 一 方面 ， es = (0,%,0,1,0,.) El, lle, = 1， 
ee/ 


n fr 
则 
上 el=jics (n=1, 2,，3, **) 


所 以 
> sup la | 


故 ”= suP la 1。 
nl 


6。 证 明 上 题 中 的 《存在 有 昼 道 算 子 的 充 要 条 件 是 


inf |a， [> 0 
1 


、 , l 
证 充分 人 性， IY= (17), 其 中 y= 《7w,)， 则 易 知 
ST =7TS= 了 ,所 以 T"!=S， 据 第 5 题 ,7 -i 


inf [an |? 
nL 


放 7-! 有 界 。 
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必要 性 ;游人 -1 存在 有 界 ， 大 存在 w 人 0， 使 
ra (VX) 
:有 呢 码 证 对 一 切 人 下行 
| c [Sa 


1 


inf lo, | 人 0。 
1 2 


7。 这 五 为 Banach 空 间 ， 了 为 从 匹 到 五 中 的 在 雁 线 性 算 
EDO) ， 则 太一 R= (4 一 /RR (第 一 预 
解 插 子 方程 ) 。 

证 因为 人 -AL = (TI~-(U-T)-1= (4-7T)-! 
Epo) To-T)!, WHR-Ru= (Au 
"La 。 


或 省 出 (6 Rn) (4-7) (4-1)= 4-7)-(A-7) 


= HA~—h, 等 浏 
四 人 一 = (1 A)R, Vi 
,8, 没 EE 为 Bas 2cD 笃 问 ，7、7， 掏 为 瓦 人 到 玖 中 的 有 务 
线性 算 子 ， 且 可 换 ， 没 AEp(7， )N pl7)， 则 人 R(T,) 一 
RT,)=(T,-T. :AT DC7T (第 一 识 解 拭 子 方 
程 ) ， 浴 中心 xD)G7= 1，2) 是 7 的 预 解 式 。 
证 人 TD = (4 个 1) [ECA-7,)-(h 
一 了 jC4- 了 了 07 由 条 件 T.T,=T,T ,可 得 7， RCT,)= 
fA TIT KTRAT,)= RT 1 显然 成 立 ， 故 。 
KATI)- RT )= TT, RCT, RT,) 
或 者 出 [LT 一 TD 人 
=(A-1,)-(4-7T,)=T,-7, 
立即 可 得 
RT)~ RCT)=T -TT, RTIRAT,) 
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dd 十 了 
9。 桩 本草 7 题 ， 证 明 y Rs= (一 1)"nlR ， 


d 
证 Ey t= _R, ， 用 归纳 法 ， 设 对 nn 一 1 成 立 ， 
即 
: Qn i 
dn = (Dn DR 
则 


Aan d 9 
了 DT 
=( 一 1)"-i(n— 1)1nR", (—k ) ) 


1 十 荆 


=( 一 1)"mnlk, 


10。 设 是 Banach 空 间 ，7 辟 定义 在 化 平面 的 其 一 
站 宇和 全 CG 十 而 在 乡 ( 上 ) 中 取 值 的 抽象 函数 ， 适 合 T 了 -T= 
CA ， 又 设 对 G 中 的 花 个 4，27 :存在 有 界 ， 则 
ln 对 一 切 4UEG 都 存在 且 有 界 ， 而 生存 在 EE 中 的 有 界线 性 
经 子 了 ， 使 Th 是 了 的 预 解 式 ，o(T) 二 G， 
证 设 4EG， 则 
{= + AT, TT 
网 边 左 弱 1 ，! 便 得 
FT + (nu~A)TT, = 了 
同 理由 人 一 了 了 = (DTRT 了 可 得 
;= Tp + (nA TT 


mi! 
六 边 石 沫 耳 。 ， 则 得 
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~ | 
Tn [i ， +(nu—A4)1]=1 


所 以 
T -了 T、，+(04 一 7 
7 。 存在 有 界 。 又 阁 令 T=41 -了 T，。 E 绍 (E)， 则 
Ry TY= 07-T) -1at DI +T, J-!=Tp 
故 p(4 ) 二 GG z 
11。 设 f 是 复 平 上 一 有 界 无 穷 闭 集 ，{an}(n=1，2， 
3，…) 为 下 的 一 个 稠密 子 集 ， 在 上 中 定义 算 子 : 旭 下 ， 
Tx=y:xX={6n}, y={an6n} 
则 每 个 a 是 T 的 特征 信 ，o(T)= 下， 已 - {a, } 中 的 每 个 点 
属于 人 的 连续 谱 。 
还 (1) 4= Cn 时 ， 取 
Xn= 人 《0 060， 小 全/ 
Se 


1 位 
则 
(a,l 一 7 )X， = 
故 每 个 a 是 二 的 特征 值 。 


(ii) AEF 时 ,inf [4- an|=a>0, 记 T,=A4I-T, y= 
nel 

了 Xn =(4- an ， 则 7 存在 有 界 ， 且 显然 有 人 的 

什 域 R(T，)=1， 所 以 14E p(T)。 又 因为 o(T 卫 ) 为 闭 集 ， 所 以 


ol({f)={an}= 
(iii) 4EL -{a 时 ， 由 (4-7)XY=0， 显 然 可 得 x= 
0， 故 (4 - 了) 存在 ， 但 由 于 inf 1M-cs|l|=0， 据 6 题 得 
nal 
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Ti :无 界 。 下 面 证 明 R(T4)=1。 令 
已 ={ 人 77 ;Dm20""*) | 2 为 任 一 上 自然 数 } 
显然 E 是 1 的 一 个 稠密 子 集 ， 但 YEE, 必 存 在 YE1， 使 ( 宁 ~ 
(了 的 连续 谱 ) 。 
12。 在 1 中 定义 如 下 的 算 子 : 
y={x:X={6n}, y= {nn}s 
D1 =0, 7x= — Lp- i ( Rh>2) 
证 明了 没有 特征 值 ，p( 了 7 了 ) 由 一 切 满 足 |al >1 的 点 组 成 ， 
BRA= (| 44-1)-1!, 
证 (i)〉 因为 
AE1=0 


《4 一 Diz=oe 
465 二 6r-1=0 (R=2,3,… ) 


1 尖 0 时， 必 有 0=51=5=5s=…hA=0 时 ， 显然 有 x=0。 
故 4 为 任何 数 ， 均 有 X= 0， 即 T 没 有 特征 值 。 
(i1) 141>1 时 ， 因 为 | 上 = 1， 则 据 参 考 文献 [2] p96 定 
理 2.10 有 4E PC )， 且 | 和 CC141-1) 7 
(iii) | 4 <1 时 ， 
C4— 7)xl=|4 站 5 +i462+E ti45s+62|+ 
>| 6 1 | 一 | 1 [| Al: [| 5， [= 4 | £, 


+lcsi1-141c:1+…=(1-14j)2>， | | 
k=1 


因为 1- 141 二 0， 客 (4 一 荆 )"! 奉 在 有 界 ， 但 易 知 141<1 时 ， 
《Ti)) 关 {， 所 以 1E oy (了 了)( 弱 余 谱 )， 从 而 
oT)={A4l Ms pC )={4l (4-1} 
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(1Y) BE 让 村 3 f= a 1 ee 因为 


Rx yi 3 Cnt1) Tn 
1 一 
沈 取 X=《1;，0,0,…)，|x=1， 则 


7 1 
fx = 人 1 一 111-1 


. 1 
于 是 二 7 二 了 7， 从 而 al = 条 二 和 
13。 攻 有 无 穷 阵 


则 有 4 定义 了 避 上 的 有 界线 性 算 子 7;y=Tx， 其 由 = {Ej， 
5b29s5n9}，y= {56253}。 证明 p(T) 由 满足 14|>1 
的 一 切 点 4 组 成 ， 了 7 的 特征 值 由 满足 14|<1 的 一 切 点 组 成 ， 
对 于 | 外 =1，4I- 了 是 一 一 对 应 的 。 
证 (1) 用 =1 显 然 ， 所 以 | 和 >1 时 ，AE p(T)。 
(11) |4| 之 i 时 ， 
CA -7T)x=060{6, ,C3 Cnr)} 
= ttGiE Crs } 
它 月 非 岭 解 
xX=Ci{1, /5 4 ， ‘EE l? (6 天 0 ) 
故 |41<. 1 时 ，4E op(7T (特征 值 )。 从 市 
of )={411Al<1}, p(T)={4| 141>1} 
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(111) 14 =1 时 ， 由 (4 一 了 )x= 0 可知 x 必 有 具有 形式 
Ci{1l, 2, 42, £0 } 
故 当 日 仅 当 561=0 时 有 XEl?， 所 以 在 个 中 (4 了 了 )x=0 只 有 
储 解 ， 即 |4|=1 时 ，(41 ~- 了) 是 一 一 对 应 的 。 

14。 设 了 是 定义 在 Banach 空间 上 的 有 界线 性 季子 ， 
aEp(T)，A=R。， 设 4，4 满 足 u(a~4)=1， 则 4EolA4) 
的 充 要 条 件 是 4€Eo(7T)。 又 设 uEp(A)， 日 u(ta~-p)=1°- 
出 

(Cul — A)-!-= 1 十 一 
nu 4 


证 设 iEp(7T), ua-4)=1, 则 (af-7T) (2-7)ii 
EH(E), 而 


J 
(af -THM T= A 7) 


={[ ar-7)-— | * /1 全 


(二 二 全 ) = (%) 


BE pA), 
反之 ， 车 hE p(4)， 由 Ha- 4)=1， 4 天 0， 则 
(pl ~ A)-1A=[A-i(nT- AA)!1= (mA! Ty)! 


= Ta -T= 7) 
故 A€ p(T)， 所 以 
NEO(AIOAE oT) 
现 设 LE p( A4)，4(a-B)=1, 则 BE p(T)， 由 (%* ) 立 即 
可 得 
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(BLT-7)-!=uA(ul- A)-! 


=nut~(ul- A)+nuill(ul- A)-! 
=p2(pl- A) -pl 


所 以 (a1- A)-1=— + 
15。 设 无 穷 阵 (aw) 适合 条 件 ( -p+ 0 = 了 
CO) OO 办 
》 ， ( >, lawl' ) 3 < 十 co 
p=1 j=1 


作 算 子 7 如下; 


= 了 YX2715 sm 2 Ciz161 (R=1,2,3,…) 

其 中 % = {E 5 En 
是 ?到 1? 的 有 界 性 算 子 。 
证 设 X*={6y}El?， 


}， = {7 1, P29"°'", np 证 明 T 


则 由 再 6 lder 不 等 式 可 得 
1 
ra 区 > ， Q ps6 | 
-1 1! 


oo co oo | 1 
<| > [人 (二 [0 | 
R=1 J]=1 =] 
CO Co P i 
-| >》 ( >》 LA \! * ix 
k=1 j=1 
所 7xXEl?， 昌 有 界 。 
16。 芭 /是 由 赋 沁 线性 空间 到 赋 范 线性 空 


算 子 ， 入 = {xX:7x=0}， 称 内 为 了 的 零 空 间 
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s 间 万 ,的 线性 
。 证 明 当 二 有 界 


时 ，N 是 瓦 的 闭 子 空间 。 反 之 ， 落 是 瓦 的 闭 子 空间 , 问 7 了 是 
否 有 界 ， 如 果 不 成 立 ， 试 举 出 例子 。 
证 NN 为 EE 的 线性 子 空间 显然 现 设 xEN， 则 存在 
XnEN， 使 Xs 一 x， 因 为 了 连续 ， 则 
Tx= lim Tx,=0 


所 以 xXEA， 必 为 团子 空间 。 
及 之 不 一 定 成 站 ， 例如 取石 一 Ci[a,b], EF 一 CLa,b], 
{由 下 式 定 义 : : 


Tx(f)= wt) 
TT 无 界 ， 易 知 
N={%(t):Tx=0}= {x(t):x(t)=c, cER!') 
它 是 C'[a, 恕 中 的 闭 集 。 
但 是 ， 我 们 可 以 证 明 若 了 是 闭 线性 算 子 ， 则 必 有 性 为 闭 
子 空间 。 


17。 设 忆 为 Banach 空 间 , {To}cCB(CE)y (n=1，2,，…) 
依 算 子 范 数 收 伍 于 TE 多 ( 台 )， 宙 是 TT 的 正则 信 ， 则 当 n 充 分 
大 时 ，4o 也 是 了 ,的 正则 值 ， 且 

lim (Aof ~—T,) i= (A -Ti 


证 ”由 于 
(of ~ Ta)= I- (Ta mT -TIA TI-7) 
7 一 7 (>co)， 则 对 0<e<1， 存 在 W， 当 fp 信人 六 时， 有 
上 1 一) -7 和 se] 
故 当 ”> 六 时 ， 
191 


CAI-TH)= TT LT Th -Ty 


nl 二 0 
CAod -Tn) EGE), nw NH, 26E0(7,)， 且 有 
Aof oT tCAol—7 1 


i 


< TT 7 oT 


?77 站 


17T.— TH do To 7 


. 一 一 -一 一 一 -一 Tm 一 一 


工人 


所 以 
lim (4 —7.)! 一 (4 了 7 一 7 ”1 


一» OO 


18。 设 忆 为 Banach 空 间 ，7 了 TE 乡 (上 ), 设 1o 是 7 "的 特征 
得 ， 则 jo 的 rn 次 方 模 中 至 少 有 一 个 是 7 的 特征 值 。 
泪 设 19 一 0 二 (一 24.)(4 一 4,)…(4 一 4,)， 其 中 4 = 
u(t=1,2,.… ,7)， 刚 : 
Tr nol=(T-ADT- A ).(T—h,) 
因为 局 是 17" 的 特征 值 ， 所 以 存在 XE 刁 ，Y 天 0， 使 
(Ts— nol)x=0 


BD 
(7 -447 A) T/A)xX=0 


故 至 少 有 一 个 和 CTS 和 2 ) 是 ! 的 特征 值 。 

19， 设 f 是 定义 在 CLa,b] 上 的 线性 泛 函 ， 而 且 对 Cra,b] 
十 一 切 满足 x(1) 宇 0 的 区 数 有 f(x) 宇 0, 证 明 f 连 续 , 于 是 进 一 
步 证 明 存 在 La，8] 上 的 单调 上 升 函 数 w( 苞 ， 使 


1(X%)= | x(t)dvu(t) 
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证 令 X6()e1, 则 对 一 切 x(1)E CLa， 1 当 |X1 区 1 时 ， 
有 Xo0(i) 二 Xx(1) 宇 0， 所 以 
fxXo 士 Y)>20 
山 
[f(x%)|@F(X,) ( 当 |xj 志 1 时 》 
f= sup fx) EF,) 
故 # 为 CTa,D] 上 的 有 界线 性 泛 阴 ， 且 1 有 =7Fxo)， 从 而 
fx)=) x(t)dv(t} (vx(t)€ECrta,b]) 
其 中 v(1) 为 右 连 续 的 圈 变 消 数 。 下 面 我 们 证 明 v(1) 为 单调 上 
升 滔 数 。 
证 法 一 ” 任 取 9 一 五 志 于 D， 并 设 友 ， 和 为 2(f 的 连续 
点 ， 作 Cia ,bj 中 的 沿 数 数 X( 四 如 下 : 
1 liEli, 1,] 


- 1 
x(1)=4 0 iCia, 一 人 UL 二 4] 
1 1 
线性 阴 数 :Ci pnp? ti Uti,, i， t+ 
x({)>0， 故 | 


- t, + 一 
0c<f(x)= | xDda(D= | x du) 
1 
1 

Hi 

fi +- 1， + 

= X(t)UCI) | 一 | v(t)yd x(t) 
,1 
1 1 1 1 
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1 ft 
=--n| vdt+n| v(t)di 
l 
和 


f+ 1 ， 
odt- | v(t)dt | 
1 0 0 
上 - 1 ， 
l 
2 fydt - | 
(- ol 和 | " | 
上 式 中 令 N~- 一 > co， 使 得 
v(1, ) 守 v(t ) 
再 利用 ov(1) 的 右 连 续 性 知 对 一 切 g<t <t, <5 有 
v(t, )>u(t)) 
类 似 地 可 证 明 
v(ag)vut) vb) (a<t<b) 
故 vV(1) 是 [a，0] 上 的 单调 上 升 防 数 。 
证 法 二 、 利 用 L> 积 分 性 质 ， 任 取 a<t; <t, 太 6b,， 令 


( 
x(f) = Xo 一 _(t!，t,] 上 的 特征 函数 
1t1, 12 
0 i€ La, 111U[t, +--, b] 
Xx.(1)=*!1 1€ [ty +- 一 ， 1 ] 
环线 人 性 函数 其 它 | 
则 xn(iDEC[ap]， 0 Rx) 1 ， 有 X(t) 一 > x(t)， 据 
Lebesgue 控 制 收 全 定理 可 得 
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(LS 小 Xi do(D>8 
好 | 


即 
v(t,)>v(t) 


同 理 可 证 
DCf)32V(CG) (vi>a) 


故 v2(1) 是 [a，5bJ 上 的 单调 上 升 隙 数 。 
20。 证 明 无 穷 维 赋 范 线性 空间 的 共 罗 空 间 是 无 穷 维 的 。 
证 设 玉 为 无 穷 维 ， 而 EE* 为 有 穷 维 赋 范 线性 空 间 ， 容 
易 证 明 ( 上 *)* 与 KR* 等 距 同 构 ， 此 处 + 为 E* 的 维 数 ， 吉 上 只 也 
是 n 维 的 。 设 /为 玉 到 上 加 中 的 自然 娆 入 映射 ， 则 JECE**, 
J 玉 是 无 穷 维 的 。 矛 盾 ， 故 玉 * 为 无 穷 维 。 
21。 放 有明 banach 空 间 玉 为 自 肥 的 充 要 条 件 是 EE 为 有 昌 反 
的 。 
证 设 忆 白 反 ， 任 肥 yEE* 有 定义 ELK# 加 I 下， 
f(xX)= w(x) (VXEE) 
因为 任 一 XC 请 *# 有 xE 上 上 ， 使 X*# 二 JX， 则 出 p(X ) 一 
pVX)=f(X)= Xx*#(f) 得 =f， 其 中 站 为 EY* 一 > 世 
的 自然 嵌入 映 象 ， 故 EE* 自 反 。 
现 设 E* 自 反 ， 但 忆 突 E 凋 ， 我 们 记 
EE = {FCE**,xCE EE, F,=Jx}={X: EF} 
因为 完备 ， 则 是 E44 的 真 闭 子 空间 ， 由 Hahn-_Banach 
定理 ， 必 存在 pE E***， 合 
p#0, p(X)=0 (VXEE) 
因为 EE*= 上， 则 p= ff， 其 中 了 EE*，|]lpl=f。 由 于 
pA Tf ) = (f=) 
故 
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f(x)=0 VXEE), f=0 
矛盾 ， 从 而 五 必 自 反 。 
22。 证 明 任 何 有 限 维 赋 范 线性 空间 都 是 自 反 的 。 
证 “ 设 E* 为 维 赋 范 线性 空间 ，{ 61:，e:，…，en} 是 它 
的 一 组 基 府 ,所 [2 定理 3,1 推 论 2 我 们 可 作出 (&*)* 中 的 元 组 


/ / / 
{el, ep Cn 人 下: 
, 0 1) 
Ee, (61) = Ou = | 


1 = 7 


任 取 xE€E&", X= >》 bseys 风 


7 二 1 


e, (X%)=6 


容易 证 明 {e'，e ，…，e4)} 是 (EB")* 的 一 组 基底 , 改 (E*)* 
是 n 维 的 ， 于 是 (2?)*# 也 是 n 维 的 。 VCE*)C(CEs)**, J(E)" 
是 n 维 的 ， 故 (C2?) = (三 ")*##， 加 已 s 自 反 。 
23。 设 无 为 复 的 赋 范 线性 空间 ，AEE*， 已 知 1 可 表 为 
ff(%)= p(X)— i109(1%) 
其 中 g 为 已 上 的 实 齐 性 实 线性 泛 男 ， 证 明 joll = 由。 
、 i0 z a 
证 不 妨 设 f 半 0，f(xX)=e |/(x)|, 因为 @ 为 实 泛 函 ， 
出 
一 一 人 一 一 18 
if (x)|=e f(x)= /le Wx)= oe x) 
0 
= sup {fCx)|= sap lp{e %)| 
1x) 二 1 由 xf 三 工 


sub 9(7)1 so 


上 
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24。 设 v(t) EJVTa，b13， 已 知 由 
f(x) = | xi)dv(t) 
定义 了 CLa ,0 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 /。 举 例 说 明 ， 存 在 这 
样 的 (人 使 H/ < VCo) 


解 =] x(1)dv(t) 立 即 lh Ve 我 
们 令 必 = sup uC) 任 取 一 点 cE(a， p) 以 及 0 ， 作 


d 夺 Xb 
函数 
v(t) i136 
v1 (i) | 


3M +e t=c 
则 


1(X)= | x(i)dv(t) -| x(t)dv, (it) 
(VX(t)ECLa,b1) 


但 显然 有 半 (0)>VG0) +26; 圾 V2) 
25, 求 出 l， 人， C, 上 有 界线 性 泛 项 的 一 般 形 式 。 
解 (1) 求 *， 任 取 X= {64}E1l， 显 然 有 ， 


X= iin Y £ien 《在 i 中 收 钱 ) 


1 一 


ki 位 
~ \ 
其 中 ex = ‘ 0，0，…， 0， 1， 0 ;…}》。 任 取 f € i*， 令 
Cr: = ex)， a = {C.)} 


则 
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[Clsllj 
故 o= {Ci}E1 ， 且 jal ”< 上 H， 利 用 f 的 连续 性 ， 可 得 


f(xX)= lim f( >》， Cre ) 一 2 CC 
人 k=1 k=1 
则 
[xlol ‘lxl|l CvxE€/) 
Hislel_ 


f(x)= 2 eaCr HB NFR=Hall 
ph=1 


反之 ， 任 取 a= {C4}E1 ， 令 f(x)= y Ct,， 则 显然 
k=1 
有 f El*， 琢 1*=1 ， z 
(2) 来 已 半 ， e.EC, 峙 令 e = (1， 1,，1, "EC, 任 取 
X={6x}EC， 设 Qa= lim 5， 则 可 以 证 明 


X=Qet 2 (54-a)er《 在 C 中 收敛 ) 


k=1 
企 取 fEC*, 令 f(e)=Ce (k=1,2,3,.),，f(e)=C/， 则 


fx)=aC’ + (Ca)C, (1) 
k=:1 / 


取 Xw = {5‘; }， 其 中 
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(N) SH Cs (iEN) 
0 (i>N) 
则 
N 
f(xw)= 2, ICel 
k=1 
可 不 妨 设 存在 Le 天 0， 则 


N 
2 Cl= If (xx) el 


k=—1 
(对 充分 大 的 自然 数 入 成 立 ) 
故 
2 上 IC < +oco (2) 
k=1 


令 Co=C -2 Co 则 (1) 式 可 改写 成 


k=1 


f(xX)=aC, + ECe (3) 
k=1 


反之 ， 任 取 数列 C，， Ci， C,, … ;满足 》_ Ctl 过 +o0， 
k=1 


今 
f(xX)=aCo + 2 Clr 
k=1 


其 中 a= lim Gk 易 证 EC*， 且 
kh— 00 
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fielCot + 2 IC) ( 4) 
k=1 


另 一 方面 ， 取 xx = {6‘* }， 其 中 
pw) sgn Cs (3 二 人 ) 
sgn Co (i>N) 
不 妨 设 存在 Cs: 沽 0， 则 
lxwl=1， lim 上” = sga C, 


从 而 AN 


f(xx)=|ICol+2,, [ICl+ >», CsgnC, 
k=1 k=N+1 


IC ,+ > i Csi + > Csgn Co&lif| 
Re=1 R=N+1 
售 N >00， 使 得 


[Col+ 2 ICl ell (5) 
k=1 
由 (4)， (5) 知 
f=1C + 并 [Cz | 
E=1 
i 
‘0 EC* 


< 一 >(t Co Ci L 2 “= {Co ,f (21), fle, ) ，…， } 


C=f(e)- C， 
k=1 


反之 ， 任 取 bE 1，b< 一 >/ EC*， 其 由 


f(x)=b, limts+ 2 berite 
k-—»00 k= 


(3) 求全 os: 任 取 ffECo*， 令 Ci=f 了 (ei), 因为 x 二 


{6x}ECo 时 ， 有 %= 2 CkEk? Bri ff(%)= 2 ， Cbs。 下 面 


k=1 R=1 
证 明 {Cs}E1， 事 实 上 ， 对 一 切 自然 数 W， 取 xz =fE7 
其 中 
( ) | SS 名 妨 Ca (4 去 及) 
EN 
( 0 (tN) 
不 妨 设 xxl =1，xXwECo 显 人 然 ， 则 


flxy)= 3, IC,| 
1 =z 荆 
故 
2 1Ce 二 | 
k=1 


另 一 方面 ， 任 取 {C4}E1， 我 们 令 


f(xX)= 2 Ce (YXx={0)EC,) 
k=1 


田 知 广 E (0 上 | fs 》， [Cl, 从 而 Co*=l， 二 || 一 2 [Cl, 
R=1 z 


| k=1 

26。 求 出 上 [a， 0] 上 有 界线 性 泛 函 的 一 般 形式 。 

解 ”。 不妨 设 [a,6j=[850,1], 任 取 /EL*[0,1], 设 p. 1， 
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因为 x(1) EL?[0,11] 时 ， 有 
i 


EE 
放 f 可 作为 L?L0,11] 上 的 有 界线 性 江 淆 , 据 参考 文献 [2] p108 
定理 3。3， 存在 ye(DEZe[0,1](- 方 + 了 = 1)， 使 


/CO = ry dt CYx ELT0,) (9 
当 1<pi <P 时 , LC0s1ICL? [0 ,1 X(t EL? :TL0,1], 
有 f(x)= | x*CDynl at= | x(t)yypa (tydt 


于 是 据 泛 函 数 所 对 应 函数 的 唯一 性 ， 得 
yp1(t) = yps (1) 
坎 yp(t) 与 p 无 关 ， 记 为 y(1)， 易 知 


1 : 
{h |y(1) dt <lfl|l CVYga>1) 


令 q~ 一 co0， 得 
1 
i : 
lim41 ”jy ra ifi 


天 y(ti)E€E L*[0,1]， 且 
yl ell 


现 设 x(1) ELL0，1]， 据 参 考 文献 [1 第 五 章 引 理 2。,1， 
必 存 在 有 和 寞 可 测 函 数列 xf)， 使 


| | Xt) ~ Xt) di 一 人 0 (n>00) 
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由 (e) 庆 
/fxo)= | xn(t) y(t)dt 
因为 |x,(i) | 志 1x0)|, 利 用 Lebesgue 控 制 收 合 定 理 及 f 的 连 
续 性 ， 
f(x%) -| x(t)y(t)di 
男 一 -方面 ， 任 取 (1) EL”~[0,1],， 会 
1x) = x(t)y(t)dt (x(t)ELLO, 11) 
则 f 是 LL[0，1J 上 的 有 界线 性 江 溺 ， 且 
< Hyl 
故 . 
[fli= yl , L*[L0,1]= Zer0 1] 
27。 证 明 (1?)*=1 (1<p<+c0, q=;: ‘pp~-1)-!). 
本 题 可 参阅 浊 斯 铁 尔 尼克 著 的 “ 旋 国 分 析 概 要 交工 188 一 
P189 或 者 复旦 大 学 编 “ 实 变 与 泛 函 ”下 册 P137 一 P138。 
必 
28. 试 证 泛 函 1(v)= | ， du( 人 ) 是 空间 [0，1] 上 的 
有 寞 线性 六 转 ， 其 中 vEV of0, lj。 这 里 VF of 0,1j={g9(%)，; 
9(0)=0， 在 (0,1) 上 右 连 续 的 圈 变 函数 }。 
29。 试 从 题 28 作 出 结论 ，CL0,1] 不 是 魏 肥 空间 ，。 
p . 
证 ”由 28 题 知 f(v)= |， dv(t) 所 定义 的 泛 函 f€ 
CL0,1]， 著 CL0,1] 自 反 ， 则 存在 x(1)ECL0,1],， 使 


和 
1 i 
f(v) = | x(t)dvu(t) = |， du(t) 
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对 一 切 v(f)ET [0,1] 成 立 ， 从 而 可 得 


| XE[ QO, 
xX(L) = 
0 XE( 浊 ,1] 
这 与 X(1) ECL0,1] 巴 让， 故 CL0,1] 不 是 自 反 空间 。 
30。 如 果 包 是 无 穷 维 赋 范 线性 空间 ， 则 在 EE 上 存在 不 连 
续 的 线性 泛 国 。 
解 设 . 一 是 E 的 Hamel 基 ， 因为 五 是 无 穷 维 的 ， 改 
B 是 无 穷 集 ， 任 取 {X,}C B， 定 义 E 上 的 线性 泛 防 如 下 ， 
FCx,) = nx n=1,2,3, 
f(x)=0 xE B-1{x,)} 


和 
任 取 XE 上 ， 二 > ， CA (VEB,i=1,2,..,7) , 令 
! 一 工 
+ 


f(%)= 2 of (4) 


了 一 上 于 


遇 知 / 是 上 的 不 过 纺 人 江天 。 
31。 设 上 ,是 赋 范 线性 空间 ， 元 党 ， FE 是 五。 的 完备 化 
空间 ， 则 Eo*= EE*, 
证 ” 任 取 / @ 上 。*， 定义 Fe Be 各 下 x ER, 时， 了 (%) 
=f(x), x€EE -Eo 时 , f(x) mf(%), 其 中 x,E 上 ，， 


Xx。>X(n->co)。 显 然 f 是 由 了 唯一 确定 的 ， 且 上 了 = 和 fj， 

我 们 令 : 
7r= 7 (f ER) 

则 了 是 已 o* 到 忌 * 中 的 等 距 同 构 映 象 。 另 一 方面 ,对 任 一 

由 EF*， 令 = 9/ 忆 ,， 则 /EE*， 亚 然 ?7 = 办 故 7 是 瑟 , 
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到 E* 上 的 等 距 同 构 映 象 ， 即 
EF*-: Fs 


和 

32. 试 证 明 C[a,6] 中 的 算 子 序列 4ux(D =x( “nn) 强 
收敛 于 恒 辐 算 子 ， 但 不 是 依 算 子 范 数 收敛 。 

证 任 取 Xx(i) ECL0,1]， 对 任 给 的 >>0， 存 在 6>>0， 使 
得 t,t, 人 "0,1]， tt,|<6 时 ， 有 

[X(t11) ~ X(t,)|<e 
到 6。 0，6。 “<-9-， 则 1E -0，60] 时 ， 
1 二 4 四 
| -tl<2t.6 (n= 1,2,3,.…) 

从 而 当 1€E50，60j 时 ， 对 所 有 自然数 %， 有 


1 z 
Ax -x I=|x(lt") xe 
ww 16 时 ， 存 在 六 ， 使 得 9>> 六 时 ， 布 


1 


1 十. 
| ”一 1 一 6 
于 是 n 六 入 时 ， 对 一 切 1€ 1'09，11， 有 


1 十 土 
ix(t ”)—x())I)<e 
改 4, 强 收敛 于 人 恒 同 算 子 ! 。 | 
下 而 我 们 证 明 | 4 ,=- 下 不 收银 于 零 。 取 定 fc ‘0，1)， 
对 每 个 ”我 们 作 C[0,1 中 函数 xx。( 人 如 下 : 


1 
1) = 
Xa (i) 1 {E10o, 1 
1+41 
线性 1€iis » 1 
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则 
|xnll=1 
1 十 二 
上 4; 一 宇 上 A, 一 了 Xd 中 宇 1X, (to ) -x(to)}=1 
故 有 4, 按 算 子 范 数 不 收 敛 于 1， 
33。Banach 空间 EE 称 为 具有 可 列 基 { Xs} (n= 1,2,…)， 


如 果 每 个 XE 可 唯一 地 表 成 X= 5 CXa。 证明 


一 上 


(1) 《xs 中 的 任意 有 限 个 都 是 线性 无 关 的 ; 
(11) 令 f(X) 一 CC， (11 一 1， 2 ,3， …) ,这 里 x 一 》， Cox 
n==1 
则 /是 五 上 的 有 人 线性 这 函 ; 


(iii) 令 矿 为 使》 Csx 在 互 中 收 狂 的 序列 {C 的 全 
1 一 


体 ， 在 这 中 定义 汇 数 


[ol = sup 1 并 Cox (wEW) 
n=1 
则 为 Banach 闪 间 ， 


(iY) 证 明达 是 可 分 的 。 

证 〈b 显然 成 立 ， 我 们 对 证 明 (iii)， 下 多 显 估 是 央 
范 线性 空间 ， 只 要 证 明太 的 完备 性 。 任 取 wz = (CS 国友 . 
中 基本 列 ， 则 站 e> 0， 存在 N， 当 > NN 时 ， 对 一 切 自 然 数 
pp 有 


(k++ pp) (Rk) 


w+ 一 wll = sup > (Cn ~ Cs ) x (*) 


-1 
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从 而 知 
CK >C, (¥n) 


令 册 = {C,), 下 面 证 明 wE 矿 ， H ww, 由 (*) 对 任 一 
上 自然数 mn， 当 k>>N 时 ， 有 


一 8 十 
(CS CO) | <e (Y¥p) 
,= 
令 p 一 > co ,得 
一 
| 2 (Gs CC | ee (RhR>N) 
n= 二 1 


从 而 对 任意 的 自然 数 n 1,，n, 成 立 ， 


入 2 
hk 
| 互 cc -co | <20 (>N) 


n 一 为] 十 1 
改 
7, hi Ck) 
2 CX | <2e+ | 》， Cn Xn (RkR>N) 
n= 十 1 nn 二 7 十 1 


国定 有 > NWN， 由 于 WE 太 ， 则 存在 N ，， 当 1， n> 计 | 时 ， 
有 | . 


A 
D>_ CO, | 和 
nn 二 1 十 工 
Prin,, nN 宝 ,于 ， 有 
7 
2 Cx | <3e 
n =i 十 
帮 册 = (Cs) EV， 上 且 w 一 > 出 (k->0o0)，W 完 备 得 证 。 
(1) 作 太 一 > 巨 上 的 映射 了 如 下 : 
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W= (CE 太 ，7uw= 2, Cx 
# 一 工 
办 为 对 任意 的 自然 数 m 有 


[ul> | cx， | 
n=1 
所 以 
lul> lim | 工 cx | =17al 


1 个 OO 


le 又 因为 了 一 对 一 ， 避 过 算 子 定理 Ti1€ ZB(E, 
。 现 设 


Ck k 
-oC CH, x > seo 


则 

je Te 一 >0 (hkh-»o0) 
从 而 容易 证 明 对 Yn， 有 

CH >o (R-> co ) 

即 

CR) 、 

fn(% j—>0 (Rk-»00) (n= 1,2,3,: pp 

改 j, 是 丈 上 的 有 界线 性 泛 琐 。 


(1Y) 因为 集合 | 沁 Tn Xn rn".(1= 1, 
nn 二 1 


2，… sm) 均 为 有 理 数 是 巨 中 的 可 数 筒子 集 ， 故 已 可 分 
34. 设 x。=| 5 EN Gn=1,2,3,…) ， 则 {xn] 弱 收 
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伍 于 x= {5}E1? 的 充 要 条 件 是 Sup x 直达 co， 且 对 每 个 


p, lim co =£,, 


果 一 OD " 


证 必要 性 设 XxX。 一 >x， 则 据 共 鸣 定 理 易 知 


supllxnll < + co 
1 


. (Cn) 
我 们 只 要 证 明 对 每 个 8，lim6。，。 = 6x 服 
tp->oo0 


位 


A ~ a » 
f<—>{0， 0, 0, | 1 多 0，… ‘}El = (} )* 
WH 


f (Xn ) = » f(xX) = 6s 


因为 x 一 X, Me 
2 (1) 


忆 
Ek 


充分 性 ; 设 p>1，x，xiE1 = (1 )*， 取 esE1， 对 任 


一 > li, (nN->o0) 


Wh (Cn) 
一 自然 数 蝇 然 有 y= 2 9grexE1 ， 因 为 6， : 一 > Cx， 下 
k=1 


09) 二 这 (9)， 由 于 | 开 mee 人 全体 在 It 中 秋 密 ， 利 居 


条 件 旨 zx, 失 一 致 有 界 立 即 得 x， > ( 妃 >1) 。 


p= 1 时 ， 结 论 不 一 定 成 立 。 例 如 取 e,E€1l， 其 中 e*= 
n 位 


~ 
{6 “= {0，…， 0， 1 ， 0 … }， 显然 注 足 条 : 件 ae, =1， 
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_。 (n) 
上 江汉 J 
对 但 4 ive 5 一 和 -J -> {Qs}E 六 9 其 中 ia， 不 收 侣 


于 鹤 (1->c0)， 则 了 (e,) = au 不 收敛 于 堆 (p->co)， 所 以 {es 
在 蛋 中 不 弱 收 敛 于 零 。 

35。 证 明 二 中 点 列 的 弱 收 敛 与 强 收 钱 等 价 。 

证 ” 设 x, 一 >x， 不 妨 设 x= 0, 则 对 一 切 y = {ao}€1”， 


一- (1n) 
2 Qi6, 一 人 0 


此 处 vs = {6 }。 我 们 要 证 明 x -至 ;0， 即 


OO 


(nN) 
2 5, [>0 (nrco) 
i 二 1 z 
之 不 江 ， 仔 芷 en 六 0 及 ?5 fy < 使 


2 Eee ieo (hkh=1,?2,3,...) 


i A i se -a , 
个 史 区 于 而 的 不 舌 式 对 一 切 4 都 成 立 。 因 为 xsE1， 夏 对 每 个 


2 5 | 一 0 (hk->00) 


- a 、 Ww —»k 一 人 可 
六 因为 Xo 一 了 30， 故 对 每 一 个 1 有 


lim £ (7) 一 人 


Noo 1 
天 党 到 定神， 必 生 在 #1;,， 合 
{1 
Sy EM | 一 89 
1 “J i 9 
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因为 {5 }E1， 必 存在 i， ~ 站， 代 


le 


t= 二 12 十 1 9 


12 


(1n,) 3e 
| £71 Deo 
2 6 ， | > 6 


1 二 71 十 1 
对 于 1?!，， 义 往 六 fs > 41， 使 
2 
Y、 12 Cn2) | 过 29. 
i 1 ” 


重复 上 述 步 骤 ， 但 1 六 1，,， 癸 


f= 二 ?有 十 1 


一 般 地 申 得 i 让 i 1 及 nn, 计 Ne ! (R=2,3,.. ) ;他 


i 


DE < 
:二 1 : 
2 1 | < 80 
1= 1 ! | 9 
?+ 1 
》， Ea) | > 320 
们 今 ?= +1 : 5 
我 们 令 
| 0 lili 
a, = 
snc (Te 


人 [EC ) | > Ye20 
? 5 


le SS (CR= 1, 2, 3 
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则 {ajE 太 ,而 


tir+ 1 


CO 3 
?7 ?1 (C1,) 
5 a £) ai 6 >_ GE “ 
， } ,_. 1 1=1,.4+1 } 
一 了 1 =:1 
9 er 1 
《于 1? 7 ) 
+ 3 D+ ecm 
Li 1+] 1 =:1 i=? x+1 
Cy 
2 EM 20 
. 1 > 2 
?= + ” 


对 任何 自然 数 R 收 立 ， 这 枉 Y eh -一 >0 也 硝 ， 帮 一定 有 


pr 
X mn 一 一 记 


36。Banach 空 间 玉 称 为 序列 弱 完 备 的 ， 是 指 著 对 每 个 
1 EE*，1im J(x,) 椒 在， 则 存在 XE 使 {x,} 弱 收 化 于 x， 


证 明 ， 
(1) 当 反 空间 都 是 序 员 约 守 省 的 ， 
(11) 上 [a,b]，i1 是 序列 弱 完备 的 ， 
(111) CLa,0] 不 是 序列 弱 完 备 的 。 
证 (1) 坟 忆 = 五 ##， 并 设 对 一 切 J EE*， 1im 1 (xX,) 


征 在 ， 记 X=Jxn《J 为 E> 巨 ## 的 自然 捞 入 映像 》， 囊 
xr (人 (f) = 对 一 切 JEERY 收敛， 由 闪 鸭 定理 知 存在 
X 半 CC 巴 洲 米 ， 全 

lim Xa**(f) = x*#(f) (VfELE*) 


> Ce 
人 类 = J x, 天 侍 


412 


jim f(x,) = f(x) (YIf{EE*) 


故 x, 一 >x， 巨 序列 弹 完 备 。 

(ii) 对 于 上 [ca,o]， 据 Yosida 善 “ 记 国 分 析 ”( 第 5 版 ) 
pi21 定 理 4，“ 设 {xjCL[a:0]， 则 xu 一 >xG 工 [ab 的 充 
竖 条 件 是 : (9)suPhx 有 三 + co,(0) 对 任 一 可 测 集 8cfa,b]， 
lim | x,(Ddm 存 在 有 限 。 ” 


11 


现 设 对 一 切 fEL*[0,1]=L 上 [50,11,1limf(xs) 存 在 有 


b 
汝 。 典 ! im | Xa《)f (ti)dm 和 古人 在 有 限 ， 取 


= 
NYOO” 


f(1) = Xa(t) EL*LO0,1] 
则 可 得 

lim | X(tDdm 存在 有 限 

1 一 c” B 


又 据 共 哆 定理 ，1| x 有 春 ， 再 利用 上 面 的 定理 ， 则 存在 
x (ELEa;b]， 使 Yw 一 >Y， 故 工 [a, 扫 序列 弱 完备 。 
对 于 1， 漠 用 1 =L(N， 乡 ，m)， 其 中 入 为 自然 数 集 ， 
从 为 N 的 一 切 子 集 组 成 的 集 类 ，BE 绍 时 ，m2B = BB 中 含有 自 
然 数 的 个 数 ， 议 【也 是 订 列 弱 完 备 的 ( 据 Yosida 著 “ 泛 还 分 
析 >” 第 5 版 bl121 定 理 4)。 也 可 以 直接 证 明 。 设 x,= 
(5 }Eb 对 任 一 JE 三 ，{7GCea)]} 收 策 ， 则 由 共鸣 定理 外 


A . (1) 
如 > 有 分 ， 且 对 每 个 i， lim ， = 56， 以 及 对 每 个 
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fel 


lim 5 


，{f《X,)} 收 化 。 记 X= {6bt}， 易 证 xE1， 放 不 妨 议 


”0(Vi)。 则 fe 一 >{as}Eel » {f(xX,))} | 


2 ai 


1 二 1 


0 | 为 Cauchy 点 列 。 我 们 来 证 明 {xw} 为 1 中 基本 列 。 设 


不 然 则 存在 se>0 以 及 子 序列 {ny}，{pn,} (zy pn, 均 为 自 


然 数 )， 使 


5 
1 如 疡 


x 


不 妨 俊 


[Xn+p, 


由 于 lim 5 


OO 


-xn, | = > = 
1 


OO 


和 (Mit+ 六 ) ee > 6， 


和 


1 一 
(R= 1， 2 了， 


) 
) - "| >e 


X I= 3 ] En 
1 一 
(n=1,2,3,..) 
一 =0CY 1)， 有 取 答 1， 必 存 在 #11， 


) _ 1 < 


是， 


uh | En, 


Hed 
1 二 1 
因为 | eo Pn ) -E014E1， 必 存在 i,>i， 使 
| 4 1+Pn,) EC 
oo : : 
;| Eoin? -| > 
f = 2 ， 


214 


类 似 于 本 音 第 35 题 ， 一 地 可 得 和 >D-i 1 GE=2 
4,..…)， 全 i 


1 
> ] Een ) EM) | < 


> Ft Pan,) 加 下 7) | < 20 
i- 1 1+] ! ; 
Pe 
> ， Coen ) -Ce ~ 3en 
i-i,+l 9 
令 


0 1<1 1 
ds 一 
t+ ) 11, ) ， ， . 
sga| £K . pn, -2( * | 0 
- 1 ! 


《 k= 1,2,.3,"" ) 
则 f={ai}E 1 ， 但 


Cy 


> | 


这 与 fxw) 是 基本 列 序 丑 ， 故 ya 在 :中 强 收 代 于 0， 半 
Ya y 0 


(iii) 对 壮 CLa,6]， 不 妨 设 La，01=L0，1j， 坟 
0 1=1 时 
(1)= 
1 1 天 1 这 


处 处 
x (站 = 要 E CEO,1], Xalt)——px(t), fEC+LO, 1 
福 在 9()EVL0，1j， 使 


出 
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f (Xn) = |; x C(t) dg!) 


所 Lebesgue 控 制 和 收敛 定理 


lim | x» (tdg(t) = | x(t)dglt) 


故 lim f(x;) 存 在 有 限 ( 对 一 切 ECF0,1]) ; 据 参 考 文献 [2] 
ee z 


p136 例 5， 落 xn() 一 yx (ECL0,1], 必 有 XX (1) =x(1)， 
昌 x(t) EE CL0,1]， 放 {x,} 不 可 能 泥 收 放 于 CL0,1] 中 某 一 元 
索 ， 因 此 CL0,1] 不 是 序列 弱 完 备 的 。 

37。 峰 沁 线 性 空间 上 称 为 一 致 古 的 ,是 撒 对 任 给 的 e :9， 
存在 SG> 0， 只 要 lx -3 全 e (xl=1 虽 =D， 就 有 几 e+3 迄 
2-G。 证明 

(i) C[a,o] 不 是 -一 致 凸 的 ; 

(ii》 上 La,6b]、! 都 不 是 一 致 凸 的 ! 

(iii) 在 一 致 凸 空间 中 ， 未 {x,} 弱 收敛 于 x， 且 | xi 一 > 
x， 则 {4%} 强 收 纹 于 -Xx， 

证 (i) 在 Cro,b] 中 , 取 x(D) =1，y0)= -二 9 ， 册 


议 0<~e<1, 则 中 >x 一 ye 但 一 Uy ~ >1-6 (VoO>0), 
故 CLa,b] 不 是 一 致 是 的 。 


3(t—a) 
(11) 在 Lia， 执 中 , 取 x(D = 本 yD) = a > 
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则 
= ly = 1 


vr .1 
廊 0<e ~ ? 则 


lx 一 让 >e 
但 


ii 


-2 ,1-8 (V6>0) 
故 雹 Fa,D] 不 是 一 致 四 的 。 
在 |/ 中 ， 取 XY=ely，y=e)， 0 二 2<2， 则 
ll = yl =1, lx— l=2~s 
加 


政 ! 也 不 是 一 致 妞 的 。 

Liii ) 证 法 一 ， 没 为 一 致 四 空间 ,XnsXEB，%n 一 3%， 
Nx 一 >|xj， 我 们 要 证 明 xw>x。 设 不 然 , 则 存在 eo。> 0 
及 {me}, 使 


Xn, -Xl>e0 
不 妨 设 x 关 0 及 jxn 有 = 中 =1， 据 一 致 囊 性 ， 生 让 0= 
6(eo)>>0， 便 
Xn + X| 
一 1-6 
又 所 Hahn- 一 Banach 定 理 ， 存在 f EL 上 *,， 使 
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Wy /0 = | /5 ) sa- 
但 
， i i 
in fs) -1 = ll = 


下 导 ， 故 x, 一 光 x, 
证 法 二 ; 人 不妨 巩 |jxi=|ix,||=1 (n= 1, 2 **'), 首先 容 
多 证 明 , 阁 2 一 x+x,| 一 >0 (n->oo)， 则 lx -xl 一 >0 (n> 


ce) 现在 Xx。 + Xx 一 > 2x， 晶 
2=2|xi lim||x, 十 人 起 limiix, 十 Xi 
1 ~» 0 Hon 


<lxl + lim lx =2 
+» 


Xs+ Xi 一 20n->co0)， 喜 x 一。 


38。 议 {X,} 是 Banach 空间 中 的 一 个 点 列 ， 如 果 对 二 
组 仆 EE" 


2 |f xa)| < 二 co 


7 二 1 

划 必 存在 正 数 Up， 使 对 一 切 /E EB*， 
2 fx) elf 
1 二 1 : 


A . 、 ~ 
还 该 My {={a:g= (E19 62 ,Em), Ini 为 侍 四 同 然 
2 et 二 十 1 i =],2,... ,11}, JE 已 六 仿 
于 
Qalf) =/( > Coy ) 
| 1 二 1 
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因为 >， |f (x1) | < 十 cos RoEL#* 过 


1 一 1 - 


sup [gaC(f)l< DIf(x)| <+o0 (VIEE*) 


1 = 


则 据 共 鸣 定 理 ， 必 存在 正 数 4， 合 
supllgollse yu 


不 妨 设 /为 实 泛 国 ， 取 el = sgnf (x4)，(f xi) 关 0), 并 规定 ， 
f (X41) = 0 时 ， cf 三 ]， 则 对 和 任 一 自然 数 m， 


Dt 


ga(f)= 2 [fx) | ep 
?二 1 


CO 


2 If x) | en 


i 一 


f (%) = (xX) ~ to (ix) 
蕉 中 po 为 实 泛 函 ， 且 ol = 上 |f， 从 而 可 证 

2 If x) eu) 

1! 一 荆 


证 法 二 作 算 子 序列 TuE 多 (CE 如 下 ， 
Tf ={f Cx) f(x) es fx)s 0 (FE 


sup fle 2 1f (xn)| < +o0 


n=1 
则 存在 4 汪 0， 使 
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sup|T, lS 
P| 


Co N 
2 fr) =lim 9 [flrs)|=1im |7yf| 
LV N—>00 


1 
n=1 oon=1 


<ulf| (V/EE*) 


39。{X,} 同 38， 则 对 每 个 J{EL*，2，|f (xw)| 收 敛 的 


1 == 
充 要 条 件 是 存在 正 数 4， 使 对 一 切 自然 数 m， 以 及 任意 的 e。 = 
十 1， 有 z 


好 了 
| >》 eax < 
下 一 工 


证 ”必要 性 ， 同 上 题 ， 令 ga(f)=f( >》 EiN? )， 〈《e; = 


i=1 


十 1)， 则 gs。 GE 上 *#*, 月 
gall<| ee, | 
1 二 1 
男 一 方面 ， 据 Hahn 一 banach 延 拓 定 埋 ， 存 在 1 EE*， 伐 
人 2 er ) -| 2 eix |， fii=1 
1 二 :1] i:=1 
所 以 
io-| 5 ex | 
1 二 1 
由 38 题 知 对 任意 的 目 然 数 m 及 e， = 土 1 有 
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1 
DY) enxn [< 
n=1 


充分 性; 人 议 对 任 一 目 然 数 ni e, = 1 (1 = 1 ,2,11) 


全 
ni 
| >》 EnXn [<e 
一 1] 


f EE#, 我 们 取 en— sgnf (X,) , 入 规 定 f (Xn) =0 时 ， En= 1, 
这 里 也 设 f 是 实 泛 六， 则 


5 fx0|=f( exs Sulfl (Vm 
i 二 1 1=1 
从 而 


OO 


S|f(x)|<+oo 


t 二 1 
40, 求证 上 题 中 的 条 件 等 价 于 下 列 条 件 ， 存 在 4> 0， 使 
对 任意 的 一 串 自 然 数 n 1 <n, 入 二 名 (这 里 也 是 任意 的 ) ， 
有 


k 
2 Xn, < 
1 二 1 


E . 
证 设 条 件 | 2 Xn, | 志 4 成 立 (对 一 切 h8 以 及 一 切 n| << 


i=1 


nn < 出 
一 7 HM 
| 2 EnXn |<| > Xn | 2 x 2 
n= 二 1 


eol 


这 里 区 /，2Y 分 别 表示 对 e,。、~ 0，es “0 求 和 。 


反之 ， 设 条 件 | 站 eox。| 4 成 立 (m 为 任 一 自然 数 ， 


全 一 于 


en 二 十 1)》， 则 
|， (0D 0 
| 二 xj = | De 一， )Xn | < 
i 二 1 n=1 


(1) (2) (2) 
其 中 en ws |， | 一 1(5 二 7 )， En 一 一 1(n = 114) . 


41。 设 {f,} 是 Banach 空 间 上 的 共 轿 空间 EB* 中 的 点 列 ， 


则 纪 1f.(x)| 对 每 个 xE 忆 收敛 的 充 要 条 件 是 对 每 个 
六 一 工 


CO 


FEE## S|F(f,) | 收敛 。 


n= 二 1 


证 设 对 每 个 了 EE，2_ |F(f,)| 三 +co。 因 为 
有 二 


EER xe-—PX*# XE LE* 


则 对 VxE 上 上， 成 立 


> [fax)| = Do lx*#(f,)|<+o0 
nn 二 1 二 1 
反之 ， 设 对 每 个 x 拓 三 ， >, xj 过 +co， 令 
1 二 1 
Da(X) 一 》， erf 1 (XxX) 
i=1 | 
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基 中 人 几 为 任 一 由 然 数 ， 2;= 士 1 (1=1,2,..,7 )， 出 
Da, 腾 - 
Suplos(X)| < +co (VXEL) 


3 汞 晃 定 理 得 


1 
| 5 ef |=) ose 
二 1 


现任 取 玉 EE**， 不 妨 设 下 为 实 泛 沙 ， 令 ,= sgnF(f) 
CF(OF,) FO0) (2 各) = 三 0 时 ， en= 1， 
出 


也 171 
ST 
~ 号 一 


| jn- 二 1 
<lFla 
所 以 
> | 有 (| to0 
7 一 1 


42。 在 到 [0,1](1<b<+oco) 中 作 一 个 弱 收 俩 ， 但 不 强 
收敛 的 点 列 。 | 
解 。 不 妨 设 [a，6b]=[0，x]， 在 L [0;x] 中 令 


之 
f(xX) = (sgn sin nx)|sinnx|? 


旭 


日 容易 证 明 对 -一 切 1€70,xJ] 寿 
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| reoax 一 >。 (8 一 Co ) 


vw 强 
利用 参考 文献 [21p137 例 6 立即 知 fs 一 0, 但 0。 

43。 设 太 (有 是 [ae，5 上 的 可 测 函 数 ,如果 对 于 尾 一 
g(t) ELLabj(l<ae+o), 有 f(g) ELLa,0j, 则 fC2) 
E Pre 站 ( 当 1<g + co 时 ， -p+ a = 二 3 当 q=1 时 ,p= 
+ co; 当 9g= +00 时 ，p= 1)。- 

证 这 1 9 之 +co， 今 

i | 的 之 ?时 
了 (1) = 


0 [| > 时 
则 


fr()ELTasb] (sto =1) 


作 上 a[a,bj 上 的 线性 沁 孙 如 下 ; 
6 
F.cg)= | gDdt (vgELra,b)) 


易 知 已 ,E (CL?[a,01)*, 且 上 F=fiP。 因 为 1 (1) ELLa,b]， 


故 f, 一 >f。 又 因为 
fa oelf dg) | ELLa,6] 

由 Lebesgue 控 制 收敛 定 理 立 即 知 ， 对 每 个 9EZL [a ,6]， 有 
lim |F.(9)| = | f(g dt ] < 二 co 
HPO | 

故 据 共 鸣 定 理 可 得 
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fpM (内 ~ 0 为 常数 ) 
再 由 法 柱 定 理 可 得 


1 
{fed tras } < 


z ft) EL?ta,b] 
: 当 &= 1 时，p= +co， 则 由 全 可 = 让 生 开 ， 立即 可 


得 lf ”<M， 故 亦 有 f(D EL?Ta5b]。 


当 q = + cco 时， 只 需 取 2CD -IE [a, b], 就 有 / (DE 
Lrla,b], : 
和 。 设 {04 为 一 数列 , 若 对 一 切 x = ETEladgg<co)， 


级 数 吕 166, 收 信 ， 则 {ns} El1z( 这 里 的 b 与 上 题 同 )， 
1 一 了 
证 当 9= + 时， 显然 有 {nn} El 
当 1 儿 9 二 +co 时 ， 令 
站 <? 人 372 a 0 EL? 


F(X) = > ， Er) 
b=1 


由 条 件 知 对 一 切 * = {5.} C1r,， 有 


im Pa) = | con 
故 当 gqg ~ > 1 时 ， 有 


“+% 


他 1 z 
P= 忆 eM bs, 
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当 9 = 1 时， 有 
Fall= Sup Iml<M (n=1,2,3,.…) 


Me 
， 设 数列 {aw}->0Cn>oo0), 在 1 定义 算 子 T， y=T7x, 
关中 {jh >y = {cnes}， 证 明了 是 全 连续 算 子 。 
证 今 Tsx={faicoas6s，…anes 0 …}， 则 7 是 /中 的 
有 穷 秩 算 子 ， 任 给 8、 0， 了 习作 ， n> NY 时 ， 有 |arn| 二 2 出 
n> 入 时 ， 有 : 
Ir, ~—7)xl| < ex i 
故 |T, 一 工 | 一 >0(n 一 co)。 了 为 全 连续 算 子 。 - 
46。 设 好 为 赋 范 线性 空间 五 的 闭 子 空间 ， 是 “中 其 二 
个 弱 收 令 点 列 的 极限 ， 则 xo EM. 
证 设 x, EM， 则 d = pxo M)> 0, HHahn- Bonsch 守 
理 ， 必 存在 f E 上 *， 使 
f (Xo0)= d, .f(x)=0 (VxEMY) 
但 由 条 件 存 在 x,EM，x, 一 >x， 则 
lim f(xs) =f(x0)=0 


I? EM. 
。 设 E、E , 均 为 典范 线性 空间 ， S.TEGB(E, E,), 

且 S、 了 人 连作 证 明 cS + BT 也 是 全 连续 的 ， 这 里 as 育 是 
数 。 z 

本 题 直 接 据 全 连续 算 子 定义 即 可 得 。 

48。 设 忆 是 Banach 空 闻 ， 互 :， 五 :是 五 的 闭 子 空间 ， 
有 E=E,+E(E,+E, 表示 直接 和 ， 定 义 见 [2jp58)， 证 
明 存 在 内 >0， 使 得 对 .一 切 xE 已 ， 有 
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xeMIxl, lxsleM ll 
其 中 x,E 上 (i=1,2) 满 足 X= Xi 十 X,。 
证 法 一 站 忆 = 蕊 ,+ 万 ;中 定义 新 范 数 / 

ll = Hill + lxell (X=x+x, EL) 

容易 证 明 ( 五 ， 站 ' 几 完 备 ， 县 
[xls |x, + x ill 

则 据 Banach 逆 算 子 定理 的 推论 , 存在 天 > 0, 使 对 一 切 x EE， 
有 加 


于 是 


Nee I | 


x I< zx (i=1,2) 


证 法 二 定义 映射 Ts EF= BiE EL 
2) 如 下 : z 
T (xX, +X,)=xX, (t= 1,2) 
则 可 以 证 明 7 是 到 ,的 闭 线性 算 于 。 由 闭 图 象 定理 ，7, 有 
界 ( 人 =1,2)， 令 M = max(lT |, |T,), 则 
lx Ml| (i=1,2) 
， 设 巨 为 Banach 空间， 是 玉 的 闭 于 窒 间 ， 则 上 自然 
同 老 喘 时 一 > 忆 / 将 的 开间 位 球 肌 为 /的 开 且 人 
球 。 | 
证 记 E 一 > /FF 的 自然 同 态 映 射 为 7， 的 开 单 位 球 
为 >，S = {x€ ,x <1}， 则 x。 ES 时 ， 
lx od = 7 xo = inf ||xll< llx ol <1 
| XE % z 
放 了 将 五 的 开 单 位 球 映 为 召 / 忆 的 开 单 位 球 。 
50。 芭 上 为 峰 范 线性 空间 ， 忆 为 五 的 闭 子 空间 ， 则 完 
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备 的 充分 必要 条 件 是 羽 与 五 /三 完备 。 
证 ”必要 性 ， 设 无 完备 ， 王 完备 显然 ， 我 们 证 明 五 /下 


也 完备 。 任 取 百 /正中 的 基本 列 {xs}， 则 存在 子 序列 {xn }， 
使 


人 my > 
>》 ， XxX, x | < co 
x 3 


， “k=1 
肥 定 Xi CXn, 9 心 他 在 X， 上 9 使 


lx ~ xl lie, ~ nl 上 + 


又 因为 对 取 定 的 x， 当 xs 取 这 mo 时 x- 2 必 取 再 


ua 


Xn 3 故 存在 xs Ex 9 使 
0 ile, ,+z 
J oe 2 = 1,2,3, “ee 


故 {xx} 是 五 申 基 本 列 。 巨 完 睾 ， 则 x, 一 >xE 玉 ， 令 为 < 所 

确定 的 类 划 四 i 
es — ln x 

和 jx 一 xn tll 


放 x, 一 > x CE/ 忆 ，E/ 玉 完 条 。 
充分 性 ， 俊 下 ，1 下 均 完 备 ， 则 对 任 ~- xE€ EE，x+ 下 


也 是 完备 的 。 现 任 取 互 中 基本 列 {x,}， 易 知 {xs} 是 加 7 F 中 
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的 基本 列 ， 由 于 EE/F 完 备 ,， 必 存 在 x EB/F， 使 X%. 一 > 
X《 fi>00 ) 。 畴 为 
je =inf xs- yl —>0 Cn->o0 )” 
yEX 


则 对 每 一 个 自然 数 h， 存 在 Xa,Exn。，ysE%X ， 合 


ix, yl < 


yerp— Yelp — Xa + lr, ~ | 
+ xn, ~ 由 
邦 {y} 是 Xx*+ 下 中 的 基本 列 ，x + 下 完备 ， 必 存在 y Ex+， 
使 ye 一 >y(h->c0)。 了 又 | 
lx。 — Sl ~ yll+iy— 

议 x。。 一 疗 yE 上 。 但 {Xa} 为 中 基本 列 ， 故 必 有 Xn->y(n-> 
co)， 五 完备 性 得 证 。 

51。 设 为 复 Banach 空间 ，7 ，7 2 E 罗 ( 员 )， 如 果 
7 7 可 换 ， 则 

r(L +)SrCL + ) 

其 中 r(T) 为 的 谱 半 径 。 


证 ”因为 7(7T,) = limjT 咱 ”GG=1,2)， 则 对 任 给 的 


7 _ 
e>0, (rT, )tey)” -rd 是 有 分 数列 人 = 1， 2)， 改 存 在 常数 好 .> 


0， 使 得 对 一 切 自 然 数 ”， 有 
iM rT,) +e)" (t=1,2) 
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Tt T= 0 Tt Te 
k=0 


< (C2) 7 
k=0 


<MiLr(T) +r(T,) + 2 
所 以 


1 
Limj(7 +7,)") 二 7(T )+r(T,)+20 


又 因为 e> 0 是 任 取 的 ， 故 
r( 7 :+ 了 7 了 :Jr )+rCZ 2) 
52。 试 证 由 2 到 绰 的 有 界线 性 算 子 是 全 连续 算 子 。 
”证 因为 1? 可 分 , 自 共 轿 , 据 [2J 定 理 4.9,53 ={x€ 六 ， 
L171} 必 * 弱 列 紧 ， 即 存在 {x,} 忆 93， 使 


Sy Ww 
Xn——PX 《一 一 和 区 


1 是 有 乔 线性 算 子 ， 则 


Tx,—y Tx 
由 于 1 中 弱 收 敛 等 价 于 强 收 伍 ， 故 Txs 一 3 了 Tx， 从 而 了 必 是 


全 连续 线性 算 子 。 : 

53。 设 E， 上 |, 均 为 赋 范 线性 空间 ,TE 儿 ( 上 ，E,), 车 
1* 是 全 连续 的 ， 则 TT 也 是 全 连续 的 。 
证 因为 7**C (上 **， 上 上 ，**#) 是 全 连续 算 子 , 而 x*EE 
时 ， 有 z 


X= Tx 
故 T 也 是 全 连续 算 子 。 
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64. 乘 法 算 子 站 x( 芭 二 6(bx( 罗 在 空间 Clay 的 上 能 是 全 过 
续 算 子 吗 ? 这 里 a(1) 是 给 定 的 于 [a，6b] 上 连续 的 函数 。 
解 ”因为 ac( 力 EC[a,bo ,我 们 令 


m= min 6(t)}, M = max a(t) 


{ELasb] tE[La,b] 
则 a( 力 的 值 域 为 区 间 [m，M 凡 J]， 容 易 证 明 o (7) = [m， Mj， 
故 7 不 可 能 是 全 连续 算 子 。 


55 .乘法 算 子 Tx(t) = a(t)x(t) 在 空间 L?:[a,b] 上 能 是 全 
连续 算 子 吗 ? 这 里 a(t) 是 给 定 的 [ae，6] 上 的 有 界 可 测 沙 数 。 

解 不 妨 交 ab 不 对 等 于 等 ， 涛 7 了 为 全 连续 算 子 ， 则 必 
存在 4 天 0， 使 得 集合 上 LE[co，b0: a(t) =4o) 的 测度 大 于 
芍 ， 因 为 否则 对 一 切 4 关 0，mz ftE[ae，p]:， a(t) =4) =0， 
就 可 推出 4 不 是 ! 的 特征 值 ， 从 而 必 属 于 正则 集 ， 故 c(7) = 
{t0}，:! =0， 蔬 古 。 当 mE (tE€Efa, 60j: a(t) =h)>>0 时 ，hu 
必 是 ! 的 特征 值 , 且 7 对 应 于 4 的 特征 向 量 空间 是 无 穷 维 的 ， 
这 与 ! 为 全 连续 地 盾 ， 故 7 不 是 全 连续 算 子 。 

56。 试 证 按 公式 /x 一 x 作用 的 戏 入 算 子 J，C150，,1] 


一 >C[0,11 是 全 连续 算 子 ， 这 里 C'[0,1] 中 的 范 数 规定 为 


[x= max |x’(t)}j+ max |X( | 
1EL0,1] {EL0,1) 


证 设 A 为 C50,1] 中 任 一 有 界 集 ， 则 存在 常数 K >0， 


使 得 XE 又 时 ， 有 


max 1x (js 并， maxX Ix’ (<K 
1EL0,1] tEL0,1] 


则 J4 是 C[0,13 中 有 界 集 ， 且 等 度 连 续 ， 故 J4 是 CL0,1] 中 
的 列 紧 集 ， 于 是 / 是 全 连续 算 子 。 
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57。 设 7 为 赋 范 线性 空间 EE 中 的 有 界线 性 算 子 ， 试 证 明 
(= sup NZXl 
由 xl <1 
58。 设 ,为 Banach 空间 4， 站 (7T) 玛 下 一 > 也 ) 
是 闭 线 性 算 子 ， 若 在 今 (4) 中 定义 新 范 数 
[xlle= lxl+lAxll, x€E (A) 
则 (多 (4)， ja) 是 一 个 Banach 空间 。 
59。 设 EE 为 无 穷 维 赋 范 线性 空间 ，、f 是 中 上 的 不 连续 线 
性 泛 函 ， B={xEEB，1f(%x)| 志 1}， 证明 B 无 内 点 。 
60。 在 数列 空间 L 中 ， 令 
有 人 = 2 
其 中 X ={t 人 XiyXa2yX3y … 和 EL， 并 规定 Xo=0， 证 明 
f (%) A 


1。 设 广 为 Banach 空 间 ，LCCX 是 闭 子 空间 ，x0 EX， 
bs, L) =d>0， 证 明 Lo = {axo+y: y€L， a E 数 域 K} 
是 XX 的 闭 子 空间 。 

提示 : 设 2%= cnxXo + ynE 了 Lo，2 一 >20 (hn->00)，' 因 为 
xs EL， 应 用 Haha- 一 Banach 定 理 推论 ， 证明 {Qn} 收 化 ,从 
而 三 也 攻 将。 

62。 灵 从 为 赋 范 线性 空间 ，f，g EX*， 则 Ker (f) = 
Ker(g) 的 充 要 条 件 是 存在 1 入 0， 使 得 [= 49， 这 里 Ker (有 
和 并 示 了 的 地 空间 。 

提示 “只 须 证 明 必 要 性 并且 可 不 妨 设 玫 er( 门 = 
Ker(g) 关 XX. 取 x。EX -Ker(f)， 令 4= A ， 证 明 
f(x) =4og(xX) 。 
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[ 注 ] ”我 们 还 可 以 证 明 ， 若 对 某 个 常数 Cskby 超 让 
/0 = (与 超 平面 g(xX) = C 一 致 ， 则 必 有 f(xX) sg(%)s 
。 设计 为 赋 范 线性 空间 ，3 为 XX 的 极 大 真 闭 子 空间 ， 
肖 存 定 上 全线 几 这 于 / ( 不 一 定 有 界 ) ， 使 得 Ker(f) = 
>», 
提示 ” 任 取 xeE 失 -9， 证 明 式 等 于 由 >” U{xej 张 成 的 于 
子 空间 ， 则 对 任 一 x*EX， 存 在 SES 以 及 ioE 数 域 人 ,使 得 
X=S+H4exo， 和 定义 
三 X) = hs 《XE 和 从 ) 
4 这 为 anaeb 空 x 闻 ， 妃 ={xCX， 若 由 必 张 成 的 
1 (Xx NX.) 
(1) d (fi,f3) = 三 上 人 se | +1) 是 人 "上 的 一 
个 距离 ， 
(2) 由 愉 * 的 * 弱 收 和 敛 可 推出 按 距 离 qd 收 敛 ; 
(3) 令 2 ={f EX*, fl 所 1}， 则 3 是 距离 空间 (X*,d) 
中 的 紧 集 。 
提示 。〈3) 利 用 结论 (2) 只 须 证 明 对 每 一 个 序列 {j。} 
二 5， 存 在 子 序列 f。。 一 /ES. 


65。 设 上 ， 上 上 | 均 为 峰 范 线性 空间 ， 则 多 (EE,B 1) 完 省 的 
充分 必要 条 件 是 互 | 完备 。 
提示 ”必要 性 ， 设 {yj} 是 1 中 的 任 一 基本 点 列 y》 取 
xo EE, |xoll=1, f Eb*, 使 1 (xo) = lxoll， 定义 算 子 序列 
TT. EB(E ,LE UTF: : 
[x= f(xX) yn (xX ELE) 
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证 明 {T。} 是 多 (BE,E,) 中 的 基本 交 。 
66. 设 Co={ {zo limxa=04 ,规定 中 x= 
sup [x |, 映 册 了 ， C 一 >(，: 


__ Xn 
Tx=t -| 
则 IT = 1， 尽 (7 天 Ce，RG7) = Cs， 并 求 出 T*。 


答 Ti*, | 一 一 > 1, 


如 2 之 3 ， Xn . 四 
0 . 


2 +3 ”hn ? 

67。 设 巨 ,已 , 均 是 赋 范 线性 空间 ， 人 和 E(B,E 1)， 证 明 
T* 吓 一 对 一 的 充分 必要 条 件 是 R(7) = 五 :。 

68。 设 ,EE 均 是 Banach 补 间 ,， TEBE ,Eb ,)， 
T-! 存 在 有 界 ， 证 明 T* 是 一 对 一 的 充分 必要 条 件 是 (i)= 
Ek, 

69。 设 T，C 一 >C，x={xn}EC 时 ，7T%={- 一 2-}， 试 


a 
求 出 T* 的 零 空间 。 
答 。 T* 的 零 空间 为 e1 = (1,0,0,…) 张 成 的 一 维 子 空 


T*(X! 5Xa 9 … = (X1 一 


则 。 
70。 信 已 为 目 尺 Banach 空 间 ， 则 对 任 一 JEE* 泛 国 
数 |7(x)| 在 忆 的 单位 球面 上 可 取 到 最 大 值 。 
71。 设 六 为 Banach 空 间 ， 集 合 EcCXAX*，E 上 张 成 的 子 空 
间 在 4* 中 筒 密 ， 又 设 {Xs} 喔 ， SP xnl co， 且 对 一 切 


jE 上 ， 有 1lim f(x,) =y7(x)， 证 明 x。 弱 收敛 于 x。 
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72。 设 XX 为 Banach 空 间 ，4,，TE 妇 (X), T 为 紧 算 
子 ， 且 .4, 强 收 伍 于 替 ， 证 明 47 一 致 收 伍 于 等。 

73。 设 9 是 有 限 测度 空间 (X,u) 上 的 a.c 有限 可 测 函 
数 ， 驴 ={ JEL2CXISA) op* ffELIXIN)}, IT, BD— 
(X34),，7f=g*f(f EE 多) 是 稠 定 闭 线性 算 子 。 

74. 设 9(DECr0,1], 在 CL0,1] 上 定义 /Co = | ,xf) 
* g(t)di(x(t)ECE0,1]), 证 明 fEC*[0,1] 匡 

= | toc Lat 


75。 设 已 是 同 范 线性 空间 ， {x*jc 忆 ， “为 数 域 {on} 
CK， 则 存在 EE* 使 得 成 立 

(i) fx)=a (1=1,2,3,..); 

Gi) life 
其 充分 必要 条 件 是 对 中 任意 的 二 ,1,,… ,ts 成 立 


n 1 
] 2 Has | <M| 2 tx | 
eh! ?二 4 


这 里 1 为 任 一 自然 数 。 
提示 令 


-| > ti-Xi 632 ma 为 任 一 自 名 


1 二] 


六 (2X) = 2 1.G; (xEB) 
1 二 1 
应 用 Hahn 一 Banach 引 拓 定理 立即 得 本 题 充分 性 。 
76。 设 忆 为 Banacth 空间 ，E1,E; 为 的 闭 子 空间 ，E 
= 上 ?上 上 i， 如果 XEEL 时 ，x=Xxi1+X，， 其 中 x1€ 上 ,， 
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#1 EE,, 我 们 令 Px = xi。 
” (Gi) 试 证 明 P 是 E- 一 > 已 ;上 的 有 界线 性 算 子 ， 且 满足 
已 : = 

(ii) 求 算 子 P 的 点 谱 ， 连 续 谱 和 剩余 说 


Gii) 证 明 4Z0,，1 时 ,RQ3P)= 4 了 -ci 了 


17。 设 文 是 BDanach 空 间 ，G 是 广 的 闭 子 空间 ，7 是 由 GG 
到 有 党 数列 空间 m 的 有 究 线 性 算 子 ， 则 7 一定 可 以 延 拓 为 


到 m 的 有 界线 性 算 子 了， 且 满 足 上 上 = 由 TH. 

提示 设 1x= (6)，xEG， 作 G 上 的 有 界线 性 江 疗 
fi(X) =EG=1,2,…)， 应 用 Hahn-_Banach 定理 立即 可 
得 。 

78， 设 XX 是 Banach 空间 ，7 E 儿 (X)，RKCT)=11， 则 
入 有 子 空间 以 ， 使 它 满足 下 面 的 性 质 : 

(有 划 到 上 的 双向 连续 的 线性 算 子 ; 

(ii) 有 六 到 及 的 有 界 投 影 算 子 P(P?: = 也) 。 

79。 设 义 为 Banach 空 间 ，p(x) 是 定义 在 久 上 的 记 函 ， 
满足 条 件 ; 
(1) P(X)>0 a>0NH, plax) = ap lx), 

(nN p(x + YEP(X) + p(y)s 

(iii) 若 XEX，XnEX,，xs—>x， 则 lim p(xn)>p (xX)。 


迹 明 必 存 在 好 0， 使 得 对 一 切 xE 天 成 立 
blx) <M |x 
提示 令 以 ,= {xE 这 ，p(x) 志 &}， 证 明 肖 ,是 闭 亿 ， 并 
应 用 Baire 纲 定理 。 : 
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80。 设 /是 赋 范 线性 空间 妃 上 的 线性 泛 函 ， 则 /连续 的 充 
分 必 骂 矢 件 是 人 er (了) 为 的 闭 子 空间 。 

提示 ”充分 性 ， 不 妨 设 f 才 0， 任 给 e>>0， 取 x。€E 上 ， 使 
f(xX0) = es 考 窜 集合 

Ker(f)+xo={xo +x: XEKer(f)} 

利用 0E Ker(f) +xo。， 证 明 f(x) 在 0 点 连续 。 

81。 试 求 下 列 作 用 于 ( 实 ) 1 的 算 子 T 的 共 轿 算 子 ， 

(1) f (x), Xs,*) = (0, 0，, “X10, 

(11) (MESSE TD = (QnXns Cnt 1Xn+t1s°""), lar | 所 ls 
并 一 了 2。 
管 (7Tr，1 一 >! ， 


F3 
1 


了 VCO ‘0, Vn 0， pp 
闪 闻 I CO oo 
(11) 了 ! 一 一 > | 
了 人 0， 2 
一 一 


Te . 
天 


82。 设 上 为 Banach 空 间 ， G ,入 为 的 闭 于 空间 ， GNnH 
={0}， 则 G + 且 ={x+y: YEGC，yE 有 是 团子 宰 间 的 
充分 必要 条 件 是 存在 a> 0， 使 得 对 一 切 YE Cr EH 1 有 

iselzrol 加 
提示 “必要 性 ， 作 映射 二: G +H—>G 上 如 下: | 
T(xt+y)=% / 
应 用 闭 图 象 定理 。 

83。 六 EF， 上。 ( aE of ) 是 一 族 Banach 演 间 ， 记 Y = 

{ya): ya€E Eo supllyall < cc}， 在 了 中 规定 线性 运算 局 
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名"*， 范 数 |(y。)| = supjiysl， 试 证 明 


(i) 了 是 一 个 Banach 空 间 ; 

(ii) 设 T,.E 多 (EE，E,))，(aE€ .9 )， 车 对 一 切 xEk， 
supl 了 Tx 二 co， 令 Tx= (7T。x)， 则 了 是 玉 一 >yY 中 的 有 界线 
0 . 


性 算 子 。 四 
提示 (ii) 作 算 子 T.EB(E,Y)，a€ of， 
Tx = (ya) 

这 里 BE sf ， 当 有 =a 时 ，y4s=T 了 人。x， 当 Bb 关 a 时，ye=0， 应 
用 共鸣 定理 。 : 

本 题 也 可 以 先 证 明 T 是 闭 线性 算 子 ， 再 应 用 闭 图 象 定理 
来 证 明 。 

84。 设 六 = {(64)，56 均 为 实数 , 且 只 有 有 限 个 5E, 关 9)， 


EX, xl=suplénl, 人 ST: X—>X, y=Tx= (4), 
证 明了 是 半 一 -> 半 上 的 一 对 一 线性 算 子 ， 但 7"! 无 界 。 

85。 设 义 为 多 项 式 全 体 ，x(i) EX, x(!1) =aotatt+.… 
十 out 时 ， 规定 [xl = max |as|， 证 明 久 不 是 完 各 的 赋 范 线 
性 空间 。 : / 

86。 设 X 和 是 Banach 空 间 ， 人 是 X- >Y 中 的 一 对 一 
有 界线 性 算 子 , 证 明 7-!， R(T) 一 >X 上 是 有 界 的 充分 必要 
条 件 是 R(T) 为 Y 中 的 闲 集 。 

87。 志 上 是 赋 范 线性 空间 (不 一 定 完备 )，f,EE* 
feM Cn=1,2,3,.. )， 则 A={xEE, iimf。(x) 存 在 } 


是 EE 的 闭 子 空间 。 | 
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。 设 六 为 Banach 空间 ，TE 有 罗 ( 拉 )， 若 天 (人 7) 为 团子 
ss， 证 明 对 一 切 yERCT)， 存 在 一 个 为 使 9=7x 以 及 
xl<MMy， 其 中 训 是 与 y EK(T) 无 关 的 常数 。 
提示 。 视 7 为 X 一 >RCT) 上 的 有 界线 性 算 子 ， 应 用 开 了 映 
射 定理 。 也 可 以 利用 商 空间 和 Banach 逆 算 子 定理 来 证 明 。 
89、 设 To C, 一 >P，x={cECo Tx={- 和 对) ， 


定义 了 为 了 ,从 C, 一 > 瓦 , = 及 To) 上 的 算 子 ， 证 明 存 在 紧 算 
子 序 列 T.E 绍 (Cs,E1), 使 得 7 一 致 收敛 于 Ts 但 ! 非 
紧 。 | 

90。 设 EE 为 Banach 空间 ， 具 有 有 办 逼近 人 性质 ， 即 存在 
有 穷 秩 算 子 序列 {S,}C 雪 (已 )， 使 S 强 收敛 于 7， 试 证 明 

(i) 对 任 一 紧 算 子 TE 胞 ( 瑟 )， 必 存在 有 穷 秩 算 子 .序列 
{7.} 王 字 ( 瑟 )， 使 得 7 一致 收 敛 于 7 

(ii) 如 果 芝 具有 可 数 基 ， 则 对 任 一 紧 算 子 卫 E 鹤 (一 )， 
必 存 在 有 穷 秩 算 子 序列 {T,}， 使 得 7 ,一 致 收 你 于 了 

提示 (ii) 在 5 中 引进 新 范 数 


1 
x =sup| 5 ce | 
m ji=1 


其 中 {ew} 为 E 的 可 数 基 ,，xEE,， x= 2 6e1。 证 明 E， = 


1 二 1 
(下 .和 首 ) 是 Banach 空间 ， 利 用 Banach 道 算 子 定理 证 明 
Tax = 2 121 是 一 个 有 界线 性 算 子 。 : 


i 二 1 


设 式 为 可 分 的 Banach 空 间 ， 则 和 的 共 斩 空 间 4* 为 
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* 弱 可 分 的 。 
提示 应 用 本 章 第 64 题 可 证 明和 A* 中 任 一 有 界 集 的 * 弦 拓 


扑 等 价 于 (&*,d)， XU 9,， 其 中 S,={ ffEX+*, 


上 fw}, 立即 可 得 X* 是 * 员 可 分 的 

gp。 设 4 是 Banach 空 间 X 中 的 一 个 线性 算 子 ，.p(4) 二 

(0， + 00), 车 存 在 常数 履 > 0， 使 对 一 切 自然 数 n 以 及 4>0 有 

AR A SM 
则 存在 节 上 的 一 个 冰 数 外 ,上 ， 使 得 对 一 切 xE 人 六 ， 有 
jxjl 志 甸 和 寺 训 xj 

ARCASA)xRx (4>0) 

提示 。 先 令 : / 

x = supllp RCA) "x (>0 


让 用 ll n 关 于 A> 0 单调 上 升 有 务 ， 然 后 再 令 


由 > 有 = lim jxlls 
R 全 十 co 


第 六 章 “ 希 尔 伯 特 空间 及 其 算 子 


、 基 本 概念 和 主要 定理 


内 积 和 希 尔 伯 特 空间 “” 设 下 是 复数 域 C 上 的 线性 空间 ， 
若 映 射 (x,y):， 上 x 天 一 >C 满 足 

(1) (XxX，X) 守 0， 当 且 仅 当 x = 0 时 (Xx,x)=0; 

(ii) (x,y) =(y, x) 

111) (X+ YY,2)= (XX,2) 十 (yy DT 

(iv) (Ax,y) = A(x,y),AEC 
则 称 (x，y) 为 元 素 x 和 yy 的 内 积 ， XX 称 作 复 内 积 空 间 ， 
简称 为 内 积 空 间 。 对 内 积 空间 革 ， 若 规定 x 的 范 数 为 有 x = 
《x，%) ， 则 天 为 赋 范 线性 空间 ， 如 果 羡 按 范 数 上 x = 
《xX，x) 是 完备 的 ， 则 称 它 为 完备 内 积 空间 。 一 个 可 分 
的 无 穷 维 完备 内 积 空间 称 作 项 尔 伯 特 (Hilbert) 空间 ， 
Hilbert 空 间 常用 字母 五 来 表示 。 请 读者 注意 ， 有 些 书 上 称 
完备 内 积 空 间 为 只 iflbert 空 间 。 

标准 真 交 系 ” 设 为 内 积 空 间 ， lo} 扣 ， 如 果 


0 ，C 天 wa/ 
(© ay eu/ ) = 一 


1，C=CQ/ 
则 称 {eus} 为 二 中 的 标准 吉 交 系 。 可 以 证 明 C。=(x，eu) 中 至 
多 可 列 个 不 等 于 等 。 
臣 {ejC。 尺 和 的 可 列 标 准 直 交 系 ，xG 和 ， 称 C,= 
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习 


(x, e,) (n= 1,2,..) 为 六 关于 eo 的 Pourier 系 数 。 
完备 标准 真 交 系 和 完全 标准 直 交 系 ” 设 {e} 是 内 积 空 邮 
入 中 的 标准 直 交 系 ， 漂 对 一 切 X€X， Paserval 等 天 式 


xll? = [Cal? = 工 i(x, en) | 


天 一 n= 二 1 

成 立 ， 则 称 {ea} 为 完 壮 系 ， 洲 对 一 切 %，(x，e。) = 0 就 可 挫 
由 x = 0， 则 称 {e,} 是 完全 系 。 对 于 Hilbert 空 间 肪 , 4e} 完 备 
竺 价 于 {e,} 完 全 ， 对 一 般 内 积 空间 XA，{ew} 完 备 必 完全， 但 
反 过 来 不 一 定 成 立 。 瓦 的 可 分 性 是 互 中 存在 至 多 可 列 个 完 
标准 直 交 系 的 充分 必要 条 件 。 

二 突入 与 里 影 定理 设 五 为 Hilbert 空 间 ，x,yGE 互 ， 
若 (%,y)= 0， 唱 称 xY 与 y 正 交 设 LC 且 为 子 宏 间 ， 洲 对 任 
意 的 YEL，(x,y)=0, 则 丈 x 与 子 空 尊 L 正 交 , 记 作 xL 上 ; 
及 由 与 上 L 正 交 的 元 去 全 体 叫 做 上 的 直 交 补 ， 记 为 上 L*. 

定理 1《 直 交 分 解 〉 设 邮 为 Hilbert 空 间 玉 的 闲 子 空 
同 ， 虽 对 任 一 xE€ 吾 ， 存 在 唯一 元 素 YEMM 和 zE 衣 *“， 使 得 


. 和 二 水 十 之 
元 素 y 称 作 X 在 子 空 间 噶 上 的 射影 ， 此 时， 我 们 蕊 
H=MOM: 


称 五 为 子 空 间 夺 和 于 “的 直 交 和 。 
2 {es} 为 Hilbert 空 间 肪 中 的 标准 直 交 系 ， 则 
下 列 条 件 等 价 : 

( 1 ) {ej} 是 身 中 的 完备 系 ， 


(ii) 对 任 一 *E 嫩 ,< = 世 (Yen)ent oarier 展 式 )， 
ck 
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OD 


(ii) 对 所 有 xyE 已 ，(x，y)= D(X,e,)(e,,y). 


他 =- 工 
定理 3〈&Riesz 骨 现 定 理 ) 设 和 4 为 完备 内 积 空间 ， 则 
对 任 一 AEA*， 存 在 上 唯 一 元 品 4EA， 便 对 一 切 xE 兴 ， 有 
几 YX) 二 《YX51) 


(f= lall 
(Hilbert ) 共 固 算 子 7T* 设 久 为 完备 内 积 空 间 ， 
TEB( 革 )， 取 定 yYE， 则 (Tx,y ) 是 XE 的 有 界线 性 
泛 函 ， 放 存在 唯一 元 素 &E 兴 ， 使 
(CTX,y)= (CXL 


以 及 


ip 

1T*y=u 
并 称 7* 为 了 的 ( Hilbert ) 苍 算 子 。 显 然 T*€ 家 (全 ) 
有 = 人 


所 伴 算 子 、 正 筑 字 和 直 交 负 影 算 子 ” 设 和 为 完备 内 积 空 
间 ，7E 光 ( 计 )， 若 了 =T*， 则 称 了 为 自 伴 算 子 。 易 知 了 = 
7# 等 价 于 (Tx,y)= (x,Ty) 对 一 切 x，yE 访 成立 。 
对 自 伴 算 子 7， 存 | 上 = Sup_ 《了 X) 1. 


设 关 为 复 的 完备 内 积 空间 ， 若 对 一 切 xE 六 ， 有 
(Tx,X) 守 0 
则 称 荆 为 正 算 子 ， 记 作 了 宇 0， 设 ;,，T 了 ;Eg(AX)， 自 位 ， 
车 个 -人 0， 则 称 ? 全 T， 设 1 人 CC 用 (X) 为 册 伴 算 
子 序列 , 若 Ta<T 《TT sy ) ,9= 1 2， 别称 (7 
单调 上 升 〈 单 调 下 降 ) 。 
商 放 力 完 备 内 积 空 间 ， 上 为 六 的 团子 空间 ， 根 据 直 区 分 
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解 定理 ， 对 仔 一 xEX， 存 在 唯一 分 解 
X=X) 十 XX。 
其 中 x1 EL，x,EL: ,我 们 令 
Px= xX, 
则 所 为 定义 在 半 上 的 有 界线 性 算 子 ， 称 PP 为 L 上 的 正 交 投 影 
算 子 ， 简 称 为 投影 算 子 。 吻 知 了 为 投影 算 子 的 充 要 条 件 是 
站 伴 且 己 2 = 二 
正常 算 子 、 酉 算 子 和 等 距 算 子 设 / E 胸 (有 )， 若 737 
= 73， 则 称 了 为 正常 算 子 或 称 7 为 正规 算 子 ; 落 T*7 = 
77*=， 则 称 了 为 西 算 子 ， 若 对 任 一 xE 态 有 I1Txi= x 
则 称 7 为 等 距 算 子 。 一 个 西 算 子 必 是 正常 算 子 和 等 距 算 子 。 
近似 态 谱 ”以 /EE 好 (HH)， 我 们 称 集合 
oa 站)= {XEC， 存在 x.EH， lx = 1， 
使 得 上 (47 一 TT)x,1 一 > 0 } 
为 1 的 讶 和 似 点 谱 。 蕊 知 
Ooef Co ), ogo(T) UoodT Co T) 
收 笋 性 ” 芭 {x.} 届 ， 若 上 x 一 Xl 一 之 0 ， 则 称 {x，} 强 
败 钱 于 xX 洲 对 在 一 ?E 万 (xy) 一 >(Y，y)， 则 称 
tx 缠 收 仇 于 x。 在 罗 ( 瓦 ) 中 可 以 定义 三 种 收敛 性 ， 设 {7 
CSHBH}, TEGRBOH) 
Ci) 上; 一 了->0， 则 称 {,) 一 致 收敛 于 了 ， 记 作 7。 
-人 7; 
C01) 在 对 每 个 XE 日 ,Tx 一 了 Xj 一 > 0 . 则 称 { 信 ,} 强 


So 
收 钱 于 了， 甩 作 7 一 > 《3 
(111) 作对 任意 的 X， y€H, ({ nx, y)—y(lx,y), 
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则 称 { 人 加 收 化 于 7， 记 作 7 ,一 > 了 ， 

定理 4 设 {, 为 完备 内 积 空间 和 中 的 单调 和 目 伴 算 子 序 
列 ， 且 省 才 攻 对 一 切 w 成 立 ， 则 存在 唯一 的 自 伴 算 子 了 7 
使 {了} 强 收 纹 于 ， 

定理 5 设 TE 妇 (XX)，7T 宇 0， 旭 存在 唯 -一 的 正 算 子 SS 
使 S: -<T， 并 称 S 为 了 的 正平 方 根 ， 记 为 S= 耻 全。 

谱 族 (单位 分 解 ) 和 有 界 自 伴 算 子 的 谱 分 解 定理 1 
{EE 由 是 Hilbert 空 间 右 上 的 一 族 投 影 算 子 ，4 为 实 参数， 狐 
玉江 足 

(1 ) 单 疯 性 :4 二 4 时 ， 忆 zx 生 志 局 

(ii) 右 连 续 性 : 对 企 一 xEH，, 和 有 lim Ei1x= 

人 -> 人 0 十 1 

box: 

(iii) 存在 有 限 实数 a 和 blo<b)， 使 得 4a 时 ， 
Ei= 0, A=6H, E,=1 
测 称 { 忆 对 为 Fe，2 上 的 谱 族 或 单位 分 解 。 

定理 6 设 !E 肖 (1)， 自 伴 ， 唱 由 算 子 了 可 产生 一 个 
[mMj 上 的 谱 族 {Ex} (m = | inf (Tx, x), Mz= 


Xi 一 1 
sup (7 了 %x，X)), 使 
i xi| =1 


T= | dB 
积分 在 算 于 泡 数 意义 下 收 贷 ， 且 所 xz 和 任 一 与 7 可 换 的 有 界线 
性 算 子 可 换 。 
定理 ?7 设 TE 放 ( 右 )， 壬 伴 ， 则 
C1) p(7)={A4EC; 4 是 非 穴 数 }U{AiER;,AELm， 
针 ]}U {4E Lm, 太 ]， 存 在 某 个 区 间 [a,Bl,fia<AiepB，H 
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户 在 La，B] 上 到 常 信 } 

(Cii) hoEaan( 7 ) 的 充 要 条 件 是 jo 天 4No-0， 且 对 应 
于 4 的 特征 同 量 至 间 志 io 等 于 Eho -上 X00 的 值 域 ; 

(111) oy )= 9; 

(iv ) ho oo(7/) 的 充 要 条 件 是 Es。 = ho-0， 且 对 任 
何 满足 1 4。…4; 的 实数 4 和 4， 有 Eh 天 Es， 

定理 8 设 / EE 绍 ( 且 ) 是 全 连续 自 伴 算 子 ， 则 在 算 子 范 
数 意 义 下 ， 可 天 成 下 列 级 数 ， 


T=9, hbk, 
nn 二 1 
其 中 4 是 ! 的 非 零 特 征 值 ,141 1 二 14,| 宇 … 宇 14,| 宇 …，E， 


是 ! 对 应 于 4 的 特征 向 量 空间 Li( 有 限 维 ) 上 的 投影 算 
村。 


一 、 例 题 、 习 题 与 解法 


1。 证 明 (x,y)= 志 (XxX+ yl 一 x 一 >?)， 当 上 为 实数 
域 时 ; (x，y)= 专 (x + 有 :一 上 x 一 > 十 训 x 十 iy 有 一 州 x 一 
1 yl )， 当 为 复数 域 时 。 

六 题 二 接 利 用 xl? = (x,x) 代 入 验证 ， 玻 有 蜂 。 

2， 谤 昼 ， 必 为 内 积 室 间 忆 中 的 子 集 ， 且 MAN, 证 明 
ANC1 MCAN 

证 因为 凡 = (x,y)=0,VyYEM}, NLM, 所 以 


和 到- ,McN-:. 
3。 攻 他 ，V 计 是 内 积 空间 U 中 的 子 集 ， 计 CN， 则 
NcMi. 


证 任 肥 XEWN*, 则 对 一 切 yYEN 有 (Xx,y)= 0 ,利用 条 
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件 财 CN ， 必 可 得 对 一 切 yEM ， 有 (x，y)= 0 ， 所 以 
xEM*， 即 
N:cM: 

4。 设 U 是 完备 的 内 积 空间 ，M 是 避 的 子 空 间 ， 证明 
M=(M*)*,M: = (0CM)， 

证 因为 McCM， 册 本 章 第 3 题 得 M -CCM-* ,反之 容易 
证 明 著 xEAM-， 必 有 YLMH ， 印 M+:CM* , 故 M*=(M)*， 

下 面 证 明 放 = CM McG 人)* 显 然 成 立 , 上 反之 ,对 经 
一 个 xE(M ,分解 x=y+2, 其 中 yEM.z€EM* =M"， 
则 


i 


0 = (NX,2)= (2,2) 


Co 


从 而 M = CM 
本 题 中 M = (M*)* 也 可 应 用 直 交 分 解 U = M*@(M*)”， 
VU =M@M: =M*@M, 从 而 知 MM=(M-)*、 
5。， 设 bry- 上 是 完备 内 积 宝 间 U 的 子 空间 , LL1|L;, L 
= 上 ,BL,，， 证 明 上 是 闲 子 空间 的 充分 必要 条 件 是 上 ;， 上 ; 均 
为 团子 空间 。 这 里 上 1 上 ,表示 上 ,和 上 ;的 直 交 和 。 
证 必要 性 : 设 上 为 闭 子 室 间 ,Axis}CCL， Xn 一 —>x 
(7 一 一 >co )， 则 xx 和 @L, 且 对 一 切 yELL:， 有 有 
(XY) = lim (Xnwyy)= 0 
所 以 xEL。 因为 
L=L.@®L;,, ssEL, xELs, 
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故 xELi， LI 六 亲子 空间 。 

辣 理 可 证 过 :是 闭 子 空间 。 

多 分 性 : 设 上 1， 上 , 均 为 团子 空间 ，{xC3}cL， 
XO— yx (no0 ) ,xEU,S 


xC’y = x Cn) + Xx) 


其 中 x 和 9? EL,，x 人 CEL,，U 完 备 ， 由 直 交 分 解 定理 
X= 二 XI 十 多。 
其 中 x1 EL ， Xs, EC 上 ,。 因 为 
| x -le -a (i= 1 ,2) 


Dy XM px ECL,, x Ln —>X,ECL, 


卜 XEL 上 1 中 HL,;， 芭 上 L 是 闭 子 空间 ， 
6。 令 2 , 表 如 下 的 浮 数 x(t1) 的 全 体 ， 


X(t) 一 十 bp (ancosnt+b,sinnt) 
中 一 了 


CO 
日 9,n(a? +b: 》 和 ~ 十 co， 今 
nn 二 1 
') Cn 和 
| (2 
la = | -+ +0% ) 
n=1 
求证 S 1 是 Hilbert 空 间 且 


CO) 
, 一 a 
{. A—y> Xx = p+ yin ancosnt +b,sinnt ) 


ni 三 1 
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是 由 5, 到 Li[0,2x] 中 的 等 距 算 子 。( 此 处 S51，L[0, 2z]， 
上 L:[0,27] 均 为 实 空间 。 ) 
证 首先 易 知 7 是 S$, 一 > 上 :[0,2x] 中 的 线性 算 子 ， 因 


为 
| 1 Cosx Ssinx COS2X SI1N2x 
[> Vi Vi Vi Va 
COSNX S111nXx 


是 元 2[0, 2z] 中 的 一 个 完备 标准 直 交 系 ' 则 由 Parseval 等 式 得 
Ug 


_ (oi 3 
| x 和 = + nlast+b:i ) ~ Hixlls 


n 二 1 


故 T 是 S$ ,到 区 拒 0,2z] 中 的 等 距 算 子 。 
另 一 方面 ， 任 取 x (1) EL:[0，2x]， 则 


OO 
g | 
x (1)= p+ S (a, Cosnt +b, sinnt) 


1 二 


右边 级 数 在 志 [0，2z] 中 收敛 ， 令 

a/ = i ，b: 2 (n=1,2,3,.. ) 

hn ww/ 1 

则 

(= 二 Sa cosnt +b;: sinnt) 

n=l 

显然 》， ( G; 十 日 | 之 寺 00, 故 存在 x(1) EL:[50,27] 忆 

n= 1 
L[0, 27j」, 合 
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oO ， 
x(1) = + y》 (Caf cosnt +b: sinnt) 


n= 二 1 


右边 级 数 在 L 50,2rj 中 收敛 ， 容 易 证 明 


X(t) ~ + DS (a cosnt +b,/ sinnt) 
i 二 1 
以 及 x(1) ES,， 据 算 子 7 的 定义 ， 有 7Tx= x ， 故 7 了 是 51 到 
L:[0，2xj 土 的 等 距 算 子 。 因 为 上 :[0, 2xJ 是 Hilbert 宏 间 ， 
5 ,显然 可 用 范 数 | 。 jls, 定义 内 积 成 为 一 个 内 积 空间 ， 故 1 
是 Hilbert 空 间 。 

7。 设 f 是 完备 内 积 室 间 的 子 空间 G 上 的 有 人 完 线 人 性 汉 
国 ， 则 在 尽 上 存在 唯一 的 延 拓 所 ， 适 合作 人 = 1fle。 

证 因为 1 为 G 上 的 有 窜 线 性 沁 防 ， 我们 可 不 妨 设 为 团 
子 空间 ， 则 GG 本 蕊 可 姥 作 一 个 完备 内 积 空间 。f EG*,， 必 各 
在 yGEC， 使 

f(xX)= (X,Yy) (VXEG) 
县 和 ie = il 现在 令 

h(x)= (Xx,y) (VxEU) 
则 是 f 的 一 个 延 拓 ， 且 上 上 = llyl= flle。 下 面 证 明 延 拓 的 
唯一 性 。 若 另 有 也 (x)= (x y’) 《VxEU )， 满 足 

F(x)=f(x)=F(x) (VxXEG) 
和 = ile 即 上 y= yi 

则 xEC 寺 

Cxsy ~ y= FX -FX)= 0, y -YIEG: 
显然 

yy =y+ (yy ~y) 
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Ny = yt yy 
故 1y 一 y= 0 ，y = '， 叭 一 性 得 证 。 
8， 证 明 Hilbert 空 间 〈 可 分 完备 内 积 空间 ) 中 的 标准 直 


交 系 最 多 是 可 列 的 。 
证 设 {esjcez 为 互 中 的 标准 直 交 系 ， 则 
| a 
(en,e8) = Ong = 
1 a=p 


目 a 尖 8B 时 ，jles- esll=w 2 、 因 为 如 可 分 ， 设 {Xxw} 为 英 的 . 
可 数 稠 子 集 ， 则 


1 SCx,, #)oH 
1 


其 中 (xm 要) = 人 fx x 一 Xa 六 人 委 }， 和 {Eoj 不 本数 ， 则 至 
少 有 两 个 不 同 的 元 索 ea,es 同 属于 菜 一 个 开 球 =” (xn，, 雪 )， 于 
是 
2 =|lea~esl<lles— x,ll+lx,~ eall~ 1 
予 慎 ， 故 {ea} 至 多 可 数 。 
9。 证 明 Hilbert 空 间 的 完备 标准 真 交 系 必定 是 可 列 的 ， 
证 设 f = {es} 是 世 的 一 个 完备 标准 直 交 系 ， 首 先 由 上 
题 知 f 至 多 可 列 ， 现 符 j 为 有 限 集 {e，e:，…，ej， 令 


tL | Xx 二 2 Ctes Cs 任意 实 数 
1 手工 

由 于 f 是 旦 的 完备 址 交 系 ， 则 巨 = 巨 = 百 ， 这 与 五 为 无 穷 维 

室 间 了 矛盾， 故 / 必 定 是 可 列 集 。 

10。 举 例 说 明 内 积 空间 中 的 完全 标准 直 交 系 不 一 定 是 完 

备 的 。 - 
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解 在 熙 中， 记 ={feyyes en 
n 位 ~ 
其 中 En = 10,0,.…,0,1, 0 ，*…}, 令 f 了 i 三 € | 十 》 hb Cx 出 
k=2 
Riesz- Fischer 定 理 ( 参 考 文献 [ 2 ]p172) 知 ，f1E€1?, 再 令 
U 是 由 f U4{f1} 所 张 成 的 线性 子 空间 ， 肥 
z U | aifit+ Yaren: ?为 任 一 目 然 数 ， 


R=2 
C12 a» 为 仁 意 实数 | 
按照 大 的 线性 运算 及 内 积 ，LO 为 内 积 空间 ，/ 显然 是 UU 中 的 


标准 直 交 系 ， 且 可 以 证 明了 在 U 中 是 完全 的 。 事 实 上 ， 如 果 
xEU, X 了 了 贡 据 妃 的 定义 ， 存在 as(R=1,2,...,7) 使 得 


霸 
x=Qf1+ 9 CacEs 


k==2 


取 加 nn， 得 到 0 = (xXx,e = 因此 


mi 
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X 二 DV Arek 
k=2 
同样 对 于 mi， 有 0=(x,em)=am， 故 X=0,， 邮 在 U 
中 完全 ， 但 是 


Od 
=1+ 加 -高 - 


R=2 


” DD 
2 1(fi,en)|:= YY - -i 
k=2 


k=2 
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Wy 
1 入 天 》， | (f1, es) 


R=2 
HIParseval 公 式 不 成 并 ， 故 / 在 U 中 不 是 完备 的 。 
11。 设 {er}, {es’} (R=1,2,3,… ) 是 Hilbert 空 [| 
\ Co 
于 中 的 两 个 标准 直 交 系 ， 适 合 也 et- ex 中 1, 则 当 {ex)， 
z pt 


{ex } 中 之 一 完备 时 ， 另 一 个 也 是 完备 的 。 
还 ” 设 {Es} 完备， 我 们 要 证 明 {es } 也 完 备 ， 记 M = 


了 fer } 表示 由 {et } (k=12;3，…) 张 成 的 闭 于 
k=1 


空间 ， 只 要 证 明 x 上 M 时 ， 必 有 x = 0。 设 不 然 ，* 隆 0， 则 


OO 


oo 。 
lxllz=S (xyer)l2=y (x,er- er | 
k=1 k 


<lxl? DY les ~- ex ?<lixl? 
k=1 


矛 慎 ， 故 {ex } 完 备 。 
[ 注 ] 本 题 条 件 》 et.-ex 生 < 1 可 改 绊 为 二 人 和 


k=1 


ef 用 < +oo， 


事实 上 上， 若 并 etex <+ oo， 则 存在 "。， 使 
k=1 


ee 
> ， Hei-exr ll*<1 
n=n0 二 1 
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我 们 令 


M= V {e.}, N= V {er} 
keno+1 k=no+1 
风 | 
FH=MO@M:= NON: 


显然 及 “的 维 数 汪 n。， 因此 ,车 能 证 明 dimMM* =n。， 则 
M*= V {er}, H= V {er)}, 
k=1 k=1 
从 而 {er } 完 备 。 现 任 到 f 隆 0，fEM*， 则 
fedl= Tm 1 esr-er) <HAh 


k=not+1 k=no+1 
由 此 可 知 fEN, 今 f=g1+9,， 其 中 g1 EN',g, EN, 则 g 1 六 
0 ， 记 Pf =g1， 则 PP 是 衣 ' 一 > 入 的 一 对 一 线性 算 子 ， 故 
用 与 NN “的 一 个 子 集 同 交 ,但 dimN* =no, 故 dimM*<no， 
从 而 dimM* =n。，{e， } 完 备 得 证 ， : | 
12。 设 UU 为 Hilbert 空 间 ， 求 证 : 
CCX, Yi ya yn) 


| 
1 m11 光一 c “ 一 
人 CO | 2 | CC7y1 Ys Yn) 


pS k=1 
1<hn 


这 里 上 为 复数 域 ，x yy1y yy yn 为 口中 的 元 吾 ， 多 19 29 
3 线性 无 关 ， 而 


(YI) VV) (yrs) 

C . Cy i392) (YY2) 机 oo 
人 
《yi Yn) 《yy，yn) 四 (Ynoy ) 
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(ii》 对 任意 的 <#， 
GYE Yr Yn) < GOYRs Yer 1 Vm) 


GCCyeriy yyny》 Gy im) 
(0&hkem— 1) 
Cr myJmtio syn) G 
CCynt Yn) <) 
GY Vas Yn) EG (Ys Vn) CD 1 Yn) 
L GY Yrs Ia EG CY I GCY,) Gy,) 
it 
证 CSM = 9 Do, CLERK ,R=1,2,..,n | 
单 k=1 | 
一 一 有 穷 维 空 闻 ， 则 衣 是 UU 的 一 个 闭 子 空间 ,U = 吸力 性 
XE 用 时，( 让 显然 成 立 。 下 面 设 xEU 及， 首先 容易 证 
对 于 xEU -~ M， 欲 使 yE M 与 x 有 最 短 距离 的 充 要 条 件 是 
xX 一 Jy 上 及 。 现 设 XYEUV -用 ， 由 直 交 分 解 定理 ，x=y+2， 
寺 :HyEM, z=x~ ylLM, 
(lx— y= min llx— > ,cyl 
R=1 
yE 以 ， 则 
y=KiyITCozyVz 十 十 Cnyn 
由 条 件 x- »y 上 太 可 得 
人 
| ) CVI) FEO Ys V2 + Fon Vans ya) = X,Y) 


] . 
CCy 1 Vn) +C,.(y, Yn) + """ + Cn Vn Yn) = (X,Yn) 
6 = lx- yl?， 则 (1) 
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:也 


B22=(X—- YX— Y= XxX,X)— VX)— X,Y) (YY) 
= (X,X%)—(y,X) 
上 
CYVISKX) FEC AY2 KX) ++ Cn YasX) = (X,X) — 06? (2) 
将 ( 1 ) 和 (2 ) 联 立 ， 看 作 (n+1) 个 未 知 数 的 齐 次 方程 ， 
有 非 零 解 c1 ,cs,…,c;,1， 则 必 有 


《yy (Vssyi) (yyi) — (X,Y1) | 
Vis¥2) Vas Ya) ee (yy -xs | 
oo | 
(19 yn) (Voy Yn) (yzyyn) — (X,Yn) 
Vi XY (V2X) (yn,sX) 67 (%,%) 
即 : 
62C(yiy yy Ya) = GY yynyX) 
= G(X, YY Vn) 
类 《1) 成 这 。 


(ii) 设 m < {Yo Yr Vn} 1 Vm) 
分 别 张 成 闭 子 空间 放 , 和 MM,， 显 然 必 ,MM 令 


Ot = 1nf ly — yll’, G62 = inf pe 一 yy 
yE MI yE 
则 
ci 6: 
故 
GY yt ye》 Gy ys ym) 
» + 9 3 个 和 19 “9 人 4 

GCC(yYk 1iy， Ya) < GO 了 ) 

髓 令 


256 


有 


nn 
ws- 》 CY Ey "er 
Re=m 二 1 


inf yn ~ Sl lynll’ 
EM 


Gymy Ymiisn Vn) G ) 4) 
Gymtis's Yn) So 


由 (3)、(4 ) 可 得 


GY Ys Yn) < GV, Ya Vn) &C 
GY Ys Ym) GCCy yys 9 
< GO mts mt sy n) 
所 以 
GY Vass Vn) EGYVL ,Ys Ym) 
. GYniis Vrms ss Vn) 
从 出 成 并 


GY YI) EGCYI) GY ) "GY;) 
13。 设 U 为 Hilbert 空 间 ，{yx}CU(R=1,2,3,…), 其 
中 任意 有 限 个 元 是 线性 无 关 的 ， 则 将 {y 叶 标准 直 交 化 所 得 的 
元 素 列 可 以 表 成 


(91591) sr 《yy 1 

| 《23 “ee (Vrs 2) 

er = 一 | so se 
Oa ys yr) ey ye) 
ye ye | 


其 中 Cr 一 1， Gi = GV ys 
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证 ”首先 用 归纳 法 证 明 {e 妇 为 标准 直 交 系 。 
| 1 (F1971) 《yayyil1) 

C1 =i C= 一 一 - 

ly GG y) ys 

e,| et el yl 

显然 有 (6;,,yY1) = 0 ， 故 Ee, 上 Le1。 一 般 地 ， 设 61，6，" "9k 1 
”相互 直 交 ， 要 证 明 @4 与 e1,e，,…,ex-1 直 交 交 等 价 于 证 明 e, 与 
yy yi-1 直 交 ， 其 中 


(CFV) 。 (ye 
| (Yi yy)》 ee (yy 
et = 一 -一 一 | | 
GG oo (yy (yy 
站 
由 于 
yy) (yy 
(e yy ) = -一 一 ee | 
SER (yy 
/ (VY 1 Y1) se (Yr Ys) 


($=1,2,yR 一 1) ) 故 et 与 elyey， 和 er 1!1 直 交 。 
下 面 再 证 明 les| =1《C(R=1,2,3,… )。 令 
Ws = GAG! ex 
则 
[el tal -VB 
Ib Ue QI 十 Gay 十 二 Ce 


必 二 | = 人 WSO LY 1 + + +t Oy.) 


i 
< 了 
OO 


因为 WLy (i= 1,2,.…,k— 1 ， 所 雇 


i 


且 斑 | = VaiasCy yy 十 二 CVs yy ) 


据 G% 的 定义 ， 我 们 有 
Qt = Gy i Gy=01(Y1s YE) + + Os(Yps YE) 


所 以 


mm -mr -一 一 一 一 一  .. 一 一 呈 - 一 -一 一 一 一 
- 一 一 


GCC， -V/ a ,CY sy 二 aRCyis yy) 


= ul 
故 和 et =1CR=1,2,3,..… )。 


最 后 证 明 {e.} 就 是 由 {yi} 按 参考 文献 [2 ] bp176 定 理 1。8 


得 到 的 标准 直 交 系 。 为 紫 ， 设 le 让 是 由 {y%} 按 定理 1,8 作 出 
的 标准 直 交 系 ， 易 知 ek = .1 可 区 ， el!=el, 记 
R—1 
ef =axg y+ 2 Css 
i=1 
Ek—1 
er = Cayz 十 2 Qs 
?了 一 荆 


其 中 Csy cl 均 为 正 数 ChR=2,3,4,. )， 则 


:1 
uu 
er™~— ex = 2 Bsys 


Cn 1] 寺 1 
Cg ff x f 
(6,- ,Ss Ck ee ) =0 
yn Cr 
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#4 人 
即 c= -9s-ey. 由 于 es =lex |= 1 -9 > 0， 故 
» 


0 CD 


CE = ez (R= 1,2,3,..* ) 


14。 称 H(t) = (De ire， 为 艾 尔 米 特 多 项 式 ， 
令 
te 
ern)= (2 n/n) $e 7 HO) (n=1,2,3,°°) 
证 明 {e,} 组 成 L*(- co,+ oo) 中 的 一 个 完备 的 标准 直 交 系 。 
证 首先 证 明 {ea(1)} 彼 此 直 交 。 | 
| open(Ddt= (rnlvr) mn) 


x | et Ht)H, tdt 


用 数学 归纳 法 可 证 明 
天 二 2 7 7 
一 一 一 一 一 -一 一 一 一 大 一 
n(1) 1 1) TIOn oy t 
C1) : , 
= nn Dn 2j+1)(21) 
j=0 
其 中 
> 当 # 为 偶数 时 
N = 
n—1 、 
-区 当 n 为 奇数 时 
所 以 
(1)! / 
H.’ (i) = 2n) Tn 1)(n- 2).. 


一 各 


x (n— 27) 201)" -1= 2nH,.,(1) 


其 中 
“< 当 # 为 偶数 时 
M = 
一 当 n 为 奇数 时 


令 U(1) =e-t 9 则 
| onl)en dt={(2"n1v x) Or mI) | 


x (~ "| H.Chve cdi 


又 因为 
| Hao Ddti= Honv (0)|" 
-| 2mfin_1(t)v 1) (tdt 
— - 2 77 | Ha vdi=...... 
= (D2 m) Hoe- dt 
= (1)" 2" mi) v Cn- (1) di 
故 当 n= m 时 


| enl(i)ea(t)di=1 
n 关 m 时 ， 不 妨 设 m<<n， 由 于 


| HaCDoY dt (1)" 2" m1] vd 


=《~—-1)” 2” ml v0 DOD) = 0 
帮 
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| et)en(i)di= 0 (nm) 

这 就 证 明了 {ea( 人 )} 是 L*( ~ ceo,+co) 中 的 标准 直 交 系 。 我 
们 还 可 以 证 明和 fre “是 L*( - oo，+c0) 的 一 个 完全 系 
(可 参阅 参考 文献 [6]p121-_122)， 由 此 可 知 : {P(e ， 
了 (为 任 一 多 项 式 } 在 上 L:( co,+co) 中 稠密 ， 故 {e,()} 是 
上 L2( -co,+ 00) 的 完备 标准 吉 交 系 。 

15。 设 忆 是 完备 内 积 空 间 忆 的 团子 空间 也 上 的 投影 算 子 ， 
则 Px =x 的 充分 必要 条 件 是 xEZL，Px = 0 的 充分 必要 条 件 是 
x[LL. 

证 任 取 xEU， 据 直 交 分 解 定理 ， 可 唯一 地 表 成 

X=XI+X, 
其 由 x 1 CEL, x, 上 ,Px=Xx， 变 
Px=xOxXEL, Px=06x LL 

16。 {ers CR=1,2,3,.. ) 是 完备 内 积 和 间 怀 中 的 ] 
标准 直 交 系 ， 上 是 iec} 张 成 的 线性 子 空间 ， 证明 上 上 的 投影 
算 子 PP 可 窟 成 

Poy=》 (X,e,) er (xEU) 
k=1 / 

证 xEU，PxE 过， 由 于 工本 身 可 视 为 完备 内 积 空 
闻 ， 则 据 参 考 文献 [2]5173 定 理 1.6 立 即 知 {fes} 是 工 中 的 完 
” 备 标 准 直 交 系 ， 故 

Px = 》， CPx,e,) el (Xe el (VXEU) 

R 一 R=1 
17?7。 设 人 P，， 了 卫 , 为 可 换 的 投影 算 子 ， 则 P=P,+P,- 
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已 ,也 , 世 是 投影 算 子 ， 日 局 > 忆 ，P>>P. 当 任 一 投影 算 子 Q 
满足 Q@ 宇 1!，Q 宇 ,时 ， 则 必 满 足 8 宇 了， 
证 P=P*, P= PV 及 PP, =P,，PPl= 了 中 均 可 直 
接 验 证 ,由 参考 文献 [ 2 ] 定 理 2.7 及 定理 2.10 立 即 可 知 忆 是 一 
投影 算 子 ， 且 三 关上 ， 大 沁 二 
QP .OVP =P,; QQP := 卫 ， 
立即 得 CPP = 卫 ， 故 Q@Q 宇 人， 
18。 芭 1 为 完备 内 积 空间 中 的 有 守 线 性 算 子 ， 且 名 7 
< 1 ， 证 明 
{xX: y=x}={x: 7*x= xXx} 
TF 记 公 ={ xX: 7%=X}, N= {x: 7T*x=x}。 任 取 
XE 及 ， 则 
0 Ux- x, 1x x)= | *x|? ~ hxll? 
<|xl|:~|xll:= 0 
夏 1 x = XxX， 术 CCN。 同 理 可 证 NCM， 因 于 MM = 
19。 贡 4 是 复 内 积 空 间 U 上 的 有 界线 性 算 子 ， 如 打 对 每 
个 XEU， (xx)=0, 则 4=0。 对 于 实 空 间 ， 此 结果 成 立 
和 次 ? 记 果 .4 是 目 伴 的 ， 则 不 论 吕 是 实 是 和 揽 ， 只 要 (4xyx) 
= 0(VXEU)， 就 有 4= 0. 
”证 ”对 于 复 空间 ， 由 条 件 (4x,xw)=0(CVxELU ) ,并 利 
用 等 式 
(Ax,y)= 寺 LCACXtYI), XT+YI)- CAC(X~y), x~y) 
tiCAC(XTIy) XT +I -iCA(xX~iy),x—iy)] 
我 们 取 y=Ax， 就 得 4x=0(VxEU )， 故 A = 0， z 
对 于 实 罕 间 不 一 定 成 立 ， 例 如 ， 在 二 维 平面 上 的 旋转 变 
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措 A， (x,y)—>(x’,y’) 


X=Yy 
2 = 一 x 


Hu=(X,y), Au=(x’,y’), 则 
(Au, WU)=x’xX+y Y= YX- XY=0 (VuE Rk!) 
但 显然 4 关 0， 
当 女 为 委 伴 算 子 时 ， 对 实 空间 U， 我 们 利用 等 式 
(Ax,y)= CACX+Y) XN+Y)-CAC(X- YX— yy) 
即 得 
CAx,y) =0 (VX,yEU) 
故 不 论 UD 是 实 的 还 是 复 的 ， 均 有 4 = 0. 
20。 设 4， 妆 是 完备 内 积 空 间 口 上 的 线性 算 子 ， 适 合 
(Ax,y) = (x,By) 
其 中 x,yELU， 则 4 是 有 界 的 。 
证 为 了 证 明 .4《 有 党 ， 我 们 只 要 证 明 4 是 闭 算 子 ， 设 
Xn—>X, 4X 一 一 >2 《1 一 一 >cCo ) 
则 对 一 切 y EU， 
(2,9)=lim(Ax,, y)=lim(x,, By) 


= (XxX,By)= (Ax,y) 
所 以 Ax=z，4 是 闭 线性 算 子 。 
21。 设 7 为 定义 在 完备 内 积 空 间 U 上 的 有 界线 性 算 子 ， 
令 和 为 全 的 零 空间 ， 衣 为 7* 的 值 域 ,证 明 N = MM ， 
证 N={x EU; Tx=0}，M={7T*x: xEU}), 任 取 
y》EN， 对 每 个 2=T*xE€ MM， 
(2) = (yy,T*x) = (Ty,xX)=0 
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故 和 NCM*。 反 之， 任 取 y€ MM*“， 则 
CYT¥xX) = (Ty,xX)=0 (VXEU) 
状 Ty = 0， 有 |] 


因此 N=M* 

22。 设 忆 为 完备 内 积 空间 ，7 为 可 上 的 有 筑 线 性 算 子 ， 
知 对 一 切 XE D， Re(7 2x， x)= 0， 则 7 = -+*. 

证 今 B=T+T*， 则 B*= B，B 为 自 伴 算 子 , 任 取 
xEU, 


yEN, M:ceN 


(Bx,x) = (Tx,xX) + (T*x,xX) =2Re(Tx,xX) 
由 题 给 条 件 得 (Bx,x) =0(VxXEU )， 再 据 本 这 第 19 题 知 
已 =0， 履 人 = -了 T+#, 
23。 设 了 为 放 上 上 的 有 秀 线 性 算 子 ， 对 x = {84},， TxX= y= 
{na}s 其 中 


OD 
n= 2, QuEy (R=1,2,3,.) 
二 1 


册 设 13X = y*= {yr.*}， 而 
oo 
Yh = 2 qi 各 
j=1 
证 有 明 axy = 0 jre 
n 位 
， Au 
让 令 eEn= (0,0,.…,0， 1,0,°") El’,(n=1,2,3, Se ) ， 
则 gwy = (7 er，es)，0 yy = (1 *e,er) = (ed es) = (Te,, ey) 


[| 


= Gt。 
24。 议 {ew 是 完备 内 积 空间 上 0 中 的 标准 直 交 系 ，{ 4,} 
: 265 


~ 一 > 0 《1H->co ), 昌 每 个 4 是 实数 ， 令 


SO 
Tx= 《Xi Cn) Cn 


ni 二 二 
则 了 7 是 全 连续 目 伴 算 子 。 
证 邻 1 了 ,X= V4, e,)e,, 容易 证 明 7; 是 定义 在 U 
R 一 工 


上 的 有 界 对 称 算 子 ,lI7 <。 mmax xl， 而 且 7 是 有 穷 和 
算 子 。 因 为 


Ta TDP=( TE hrsede, 
k=1 二 1 


OD 
2 Mi(X, Er)Cp ) 
R=1 寺 1 
co 


= DD x ep 二 max x 
= Nn 十 1k oo 


有 以 


IPTISW max 入 
由 条 件 4-~>0(R~co)， 立 即 得 
后 > (n>co) 
故 了 是 全 连续 算 子 。/ 的 对 称 性 由 下 式 可 知 ， 
(7 x,y)= [im 起 7 x,y ) =1im (x,T,y) 


一 (XxX, 3) 
(Vx，2yCEU)， 故 了 为 全 连续 目 伴 算 子 。 
25。 设 7 为 上 :La,o 上 的 全 连续 月 伴 算 子 ， 而 且 有 
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Zi[a， 的 中 的 完备 标准 直 交 系 {enj 使 


SS, lesl*<+% 
证 骨 : 在 ac ac 二 ss 上 可 测 的 平方 可 积 函数 
K (1，$) 适 合 : 
Kis.t) = Kt,s) 
且 对 一 切 x(t) EL ?Losb]， 
Tx(t) = | K(t,s)x(s)ds 


证 归于 TT 是 LL[a,b] 上 的 全 连续 自 伴 算 子 ， 则 必 存 在 
完备 标准 直 交 系 {p*j， 使 了 ga = Angns 其 由 4,(n= 1 2 3，…) 
为 的 特征 值 ，4, 均 为 实数 ， 则 


CO 

(1 二 天 昌 丰 

Cr™ > Ch Dn (R=1,2,3, ) 
2 二 1 


其 出 CH = (EL Pn) Ck, n=1,2,3,..)， 于 是 


Te = 5 ICn 4 
1 二 二 


CY 
由 于 ga= 习 CY es，{ex} 完 备 ， 则 
k=1 


[CM 12=lpal* =1 
k=1 


red: = (TE Cw Lelhsl’) 
k=1 


k=1 n=1 | 
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3 :( 三 ce ij) = Til <+o 


如 一 二 n= 二 4 

令 
K (1,s) = 人 Anpn(t) ns) 
#1==1 

出] 
: bp .b co 

| Ke odds= TI:<+o 

a a 二 和 
且 . 


Kls, 1) 1) =Kdt, S) 


b 
Toa) = hapalt) = | Ki,s) p(s)ds 


如 


由 于 《p,} 是 工区 ap] 中 的 完备 标准 直 交 系 ， 改 对 一 切 
x(t1)ELzfa,0j] 有 


， 
Tx(1) = | K(ft,s)x(s)ds 


26， 设 7 为 Hilbert 空 间 U 上 的 有 界线 性 算 子 , {2,} 为 U 
中 完备 的 标准 直 交 系 ， 若 对 任何 zi 7 有 (7 een) = 


(len; en)s 则 4 目 伴 。 
证 任 取 x，yEU，、 由 于 {e,} 是 U 中 的 完备 标准 直 交 
系 ， 所 以 


oo 
X= >》 ， (Xs EL)Ens Y= 2, (VY, E28)En 


1 
令 Xs = >》, (Xs ECL)ErxS Yn = >, (27，ex)ex，， 据 条 件 
R=1 


R=1 
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(7 een)=(7ewe)=(evyen) 
可 得 
({ Xnyyn) 一 (Xny Lyn) 

故 (! x，2y) = (x，7y) (Vx，yEU),， 了 T 是 自 伴 算 子 。 

27。 有 界线 性 算 子 了 称 为 正规 的 ， 是 指 T* 了 =TT*, 证 
明 当 了 为 正规 算 子 时 ，7*7 了 有 =| 中 ， 

证 因为 

Tix): = CTx, Tx) = (CT*Tx, x) 
= (TT*x, x) = NT*x 


xs (vxEU) 
iTxl=17T?xl CVxEU) 


个 可 


IT*7H = 7 
实际 上 我 们 还 可 以 证 明 HT*7 有 = 有 TH?. 
28， 了 为 正规 算 子 的 充分 必要 条 件 是 了 可 表 为 7 = + 
i7:， 其 中 、7 ,为 可 换 自 伴 算 子 。 
证 “充分 性 显然 ， 现 证 必要 性 。 设 正规， 我 们 令 


T+I* TT-7T* 
7 ,=- 5 f= 


则 易 证 全 = 了 ,+ iT,， 且 了,，7, 为 可 换 的 自 伴 算 子 ， 这 种 表 
示 还 是 唯一 的 。 

29。 设 了 为 定义 在 复 完备 内 积 空间 U 上 的 有 界线 性 算 
子 ， 如 果 存 在 ao>0，、 使 (Tx%,x) 实 ao(x,x), 则 称 T 为 正定 
的 。 证 明 凡 正 定 算 子 必 有 有 界 逆 算 子 7-:， 且 17 由 < ， ， 


证 设 7XY= 0， 由 于 0 = (Xx,X) 守 ao(X,X%)，, 则 x=0, 故 ， 
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7 下 存在。 又 从 aollx 志 上 7Txli ex 有 宣 得 
lixl2aodxl] (vxEU) 


故 7-! 有 界 ， 且 47- 中 < 一- 
最 后 证 明 7"'E BU)。 即 证 明 f£(7T)=U. 利 用 7 正 害 


必 自 伴 , 得 N(T)=RCT)*, 因此 R(T)=U, 又 因为 Ti 
有 界 ，7 为 闭 算 子 ， 则 必 月 


R(T) = R(T)=U 
故 7T "1E€ 留 (U)， 
30。 设 U0 为 Hilbert 空间 ，? 是 U 上 和 的 自 伴 算 子 ， 又 设 
有 XoEDU 使 {Xo0,TXo,7 ?Xo,… ,2x6o,…}》 张 成 的 子 空间 在 
U 中 和 再 密 。 设 { 忆 是 了 的 谱 族 ， 令 ac(4) = (BE1Xo,%o)， 证 
明 必 存在 L:(o) 到 U 上 的 等 距 同 构 暴 射 4， 使 得 当 fE 
L:(o) 时 ， 
(A-1T A)f OH) = 
证 因为 0(4) = (Eixo，X。) 是 单调 上 升 右 连 续 函数 ， 
由 它 可 定义 一 个 全 有 限 的 [> 测度 go， 令 多 为 多 项 式 全 体 ， 则 
CL:(o)。 作 夕 到 上 中 的 等 距 算 子女 如 下 ， 
Ap(t) = POT)x, (1) 
此 处 (四 是 任 一 多 项 式 ， 由 于 
CA plt), ApO)) = (PT) Xo, PT)xo) 
M 
| pe) [2d (Exo, Xo) 


171 ~ 人 


P 


IP(t) 2ada 
-0 


所 


1 


2 1 


FY 


其 中 m， 太 为 自 伴 算 子 了 的 下 界 和 上 界 ， 帮 .4 是 等 距 算 子 。 
由 于 .多 在 上 :(o) 中 稠密 , 故 4 可 唯一 地 延 拓 成 上 (c) 到 局 
中 的 等 距 算 子 。 又 因为 U 完 备 ， 易 知 4L*(o) 是 U 中 的 闭 于 
空间 ， 但 4L:(o) 至 少 包 含 了 
{Xo Xo Xo Xo 
据 题 催 ，AL:(o)=U， 即 4 是 上 (0o) 到 U 上 的 你 范 算 子 。 
由 (1) 式 得 


所 以 


P(t) = ATIP(T)x, (pl)ED) 


(CATITA) ptt)= A-ITP(T)xo=ip(lt) (YPp(D) ED) 
利用 多 在 L:(o) 中 称 窗 ，A4-1A 为 有 界线 性 算 子 ， 不 难 证 
明 于 一 切 f EL 上 (oo) 帮 
(A 人 《2) 
(2) 式 说 明了 自 伴 算 子 7 了 西 等 价 于 上 L*:(o) 中 的 乘法 算 子 。 
M 
31， 设 7= | hd 对 xEU,|xi=1， 令 gs= (Tx,x)， 


771~0 


p= 有 巴 , 则 Bs 守 a5; 且 对 任意 的 >0, 必 存 在 46E0o(7)， 


使 
go Ps-as -echcat) Bs-as te 
证 “本题 我 们 利用 LS 积分 证 明 更 强 的 结论 ， 
-V Ps-as Shcaota/ Ps-as 
因为 


: Mf / 
ae= (TX,x) = | A (Bis, %) 
并 一 


271 


M 
pz = | Asd (Ex,X) 


m"0 
所 以 
Mit 
CT ~ ax 有 = | CA2 ao)? dfExl? 
;7 ~0 
= 有 -ou 
利用 LS 积分 人 性质 


MM 
| QA-andlExl= | GandlExl: 
m-0 Oo (T) 
则 
py-as = ora:alEixlp> iafq-oo; 
由 于 c(7) 是 直线 上 的 有 界 闭 集 ， 故 必 存 在 4oEo(7)， 使 
pp -as ~ ae): 


即 存 在 46 Eo(1，)， 使 


ss Boa hont) sa 

32。 设 7 是 完备 内 积 空间 U 上 的 自 伴 算 子 ，{E&4} 为 了 的 
谱 族 ， 证 明 :7 的 值 域 闭 包 是 [L( -Eo)+EE.o1(U). 

证 令 N(T)={xEU Tx=0}, 则 据 参 考 文献 [2] 
p211 定 理 2。16(1) 的 证 明 可 知 

NT)= (EE ,~ £0)(U) 
记 A(T) ={7x; xEU}， 由 本 章 第 21 题 可 得 
N(T) = RT) 
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故 
RV) = N(T) ”=[7- (EE.)1U) 
=[(T -FE.)+E.6]U) 
83。 设 {a。} 是 实数 列 且 suplas| < + ceo， 在 站 中 令 


{X=y: Nn = Cnbn 


其 中 ， ~ 二 { 616, Cn }» y={71, Na oN ny …}, 
证 明 o(7T) 等 于 {aw} 的 闭 包 ， 每 个 cs 是 了 的 特征 值 ， 人 的 谱 
族 上 上) 满足 下 面 的 关系 ， 

(Bix, = Em 


Qi 三 4 

证 ”每 个 a 显然 是 自 伴 算 子 了 的 特征 值 ， 且 对 应 于 as 的 
特征 向 量 是 e, 张 成 的 一 维 子 室 间 五, ， 显 然 4 尖 m 时 ， 互 。 上 
Hi.,. 

若 4E {an}， 则 

inf |4-2|=d>0, HG-T)xl>dlzl 

县 民 (7 1) = 
故 4E p(T)， 从 而 o(T) = {an}。 我们 令 P; 为 晶 ,. 上 的 投影 
算 子 ， 则 P 彼此 直 交 ， 且 


2 Pi={, X={6)} El, Pix= Ce 


1 三 1 


令 E, = 5- P,， 容 易 验 证 Bi 满足 谱 族 的 三 个 条 件 以 及 


0 三 入 


一 一 
(7 X， y) 一 > Qnbn nn — | jad dE ») 


二] 
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其 中 mm = inf Cns M = stupa. 故 { 天 小 是 了 的 谱 族 ， {上 ,} 鸿 足 
关系 


(Ex, y= 7 bm 


+ 
34。 证 明 Hilbert 空间 互 中 的 任何 闭 加 子 集 4 含有 最 小 
沁 数 的 元 索 ( 即 存在 xeE4， 使 lx 咱 = | ) 。 


”证 设 4 为 Hilbert 空间 妃 中 的 闭 西 子 集 ， 我 们 令 


oa= iaf lx! 
YX 人 全 
由 存在 点 列 {Xn} 忆 4， 使 
xn,l——> a (n> co ) 
因为 一 E 4， 所 以 
Xn 十 人 Xm 

| > 

按照 中 线 公 式 可 得 


lx 一 Xall? = (lxw + (— XxX) ll 


= 2lxnl: +2lxol: -4 | | 


2)xnll? + 2 ~ 4a 
因为 当 m，n~>co 时 ，jjxw 有 >a，j|x,j->a， 故 
en x0 Cn, moo) 
即 {Xa} 是 及 中 的 基本 列 、 于 是 xX, 一 Xx。E€ A ，hxo1 -ax 
。 证 明 内 积 空间 是 一 致 凸 的。 
证 任 给 e>0，|x|=lyl=1, 设 Ix-~yll=e， 则 
lx ~ yl =2~- (y,%) - (%,y)>e’ 
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妈 
(ys%) + (XE2— 2’ 


从 而 
Ix+ yl 4~ 8? 
我 们 取 0<6<2， 使 得 
y*—~406+e*=0 
则 得 
lx+ yl 4 46+6’= (2~6)? 
即 


lx tyls2-6 
故 内 积 空间 是 一 致 凸 的 。 

36， 试 求 作 用 于 复 1? 空间 的 算 子 了 的 共 罗 算 子 ， 其 中 
L (xX1,X,, … ) = (0,X1,X,,), (Xn) EI. 

答 TT*(X ,X20) = (Xs Xs Xe …) 

37。 试 求 作 用 于 元 :(0，1) 的 算 子 的 共 连 算 子 。 

(i) Ax(t) = | xds 

(ii) 4x 人 =ca(GbDx(b， 其 中 c( 轨 为 给 定 的 实 有 界 可 浏 
项 数 。 

答 (4ryG 人 = | 人， yds 

(ii) A*y(t) = a(t) y(t). 

38。 设 右 为 Hifbert 空 间 ，7 EE 多 (可 ), 证 明 RR(7) 忆 
N(T*)+, 并 举例 说 明 严 格 包含 关系 能 够 成 立 。 这 里 (7)， 
N (了 7 了 ) 分 别 表 示 了 的 值 域 和 和 零 空间 。 

39。 设 恒 为 Hilbert 空 间 ， 了 ,SE€ 乡 ( 右 ) , 试 证 明 

(i) 若 T 了 7 紧 ， 且 2*SSET*T， 则 S$ 是 紧 算 子 ， 

(ii》 落 存在 常数 c> 0， 使 得 对 一 切 xE 态 ， 有 

iTxl=cllxll 
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则 7 不 是 紧 算 子 。 

40。 设 玉 为 Hilbert 空间 ，TE 霓 ( 碧 )，7# 为 了 的 
Hilbert 共 圈 算 子 ， 证 明了 为 紧 算 子 的 充分 必要 条 件 是 7* 了 
为 紧 算 子 。 

41， 设 算 子 了 : 复旦- 用，x= {564} E1?,， Tx= {0， 
全 ,全 -…}。 试 证 明和 计算 ， 

(i) 了 是 全 连续 算 子 ; 

(ii 求 昌 i 和 o(7)， 

人 证 明 0€ or(T 了 )。 

设 五 是 实 Hilbert 空间 ， 了 7 E 鹏 ( 瓦 )， 若 对 一 切 
sen. 有 有 


(Tx, XxX) a(x, x) 
其 中 a 为 大 于 零 的 常数 ， 则 7T-!€E 儿 (HH)， 且 77!<a- L 
43。 设 末 是 Hilbert 空间 ，C 为 五 的 真 闭 子 空间 ， 则 存 
在 yE 了 及 ，||y 呈 = 1， 使 得 
ply,0) = ioly- zl>1 


44。 设 12:(7) = {a(f): ;是 定义 在 上 的 复 信 呈 数 ， 
至 多 有 可 数 个 点 使 6 (办 天 0, 且 ?1a(f12<co}， 在 12(7) 中 
线性 运算 与 通常 的 函数 空间 相同 ， 定义 内 积 如 下 : 
(01), 6 ) = 于 (0507 
i 


大 /= [50,1]， 试 证 明 天 (7) 是 不 可 分 的 完备 内 积 空间 。 
提示 。 关 于 (7 了 7) 的 不 可 分 人 性， 考察 
A = {aa(t); a€ELO0,1,Ga(a) =1;4c 时 ，ao( 人 =0} 


oi6 


-pt 


45， 设 闵 !,， 甘 ,和 六 均 为 赋 范 线性 空间 ， 称 。: 羡 , XX， 
PKLTKXE YI = PX YI) +t pK YP AX,Y) = 1400X ys 
PXI EV) = OH Y I tOR NY) ID NAV) = A9(X, 7) 。 
称 p:， 入， XXX: 一 > 人 是 半 双 线性 映射 ， 落 9 满足 
PKK PXI VF OX YIPDAX Y= 9 (X,Y) 
PX VIE YN- PXI NV) OK V2 PANY) = 39(X,Y), 
特别 地 ， 若 XX = C， 则 分 别称 g 为 X :Xx 六 ,上 的 双 线 人 性 型 和 半 
双 线 人 性 型 。 

设 m :， 和 XA 一 从 是 双 线 性 映射 ， 对 每 个 YE 人 1， 
pe(y) = 9(X，y) 关 于 7y 是 连续 的 ， 对 每 个 yE 人 从:，92Y(x) = 
0(X，2y) 关 于 YX 是 连续 的 ， 又 若 人 :或 汪 :完备 ， 则 9 是 有 雾 的 
(到 存在 M >0， 使 对 一 切 XEX1!，y EX,， 有 lp(x，2) 1 有志 
Mxliely)l), 

46。 设 1!， 广 为 赋 范 线性 空间 ， AX,=X*， 了 E€ 
BN ,Nf ENY, 令 dr(%, f)= f(x), 则 pe(X， 7) 是 
入 ,Xx 入 ， 上 的 有 赛 双 线性 型 ， 试 证 胃 

Ci) lorll = 7 

(这 里 jgzj= sup {Grcx, 1: jixil<1l, lfilse 1}); 

(11) 映射 1 / 下 rz 是 沈 ( 上 1， A >BN 1, 飞 :; C) 
中 的 等 距 线 性 了 映射， 这 里 多 ( 汉 : ，A。; C) 表 示 广 xX,， 上 
的 有 分 双 线 性 型 全 体 ; 

(iii) 若 六 自 反 ， 则 映射 (一 Jr 是 满 射 的 。 

47。 设 汪 !，A ;为 峰 范 线性 空间 ， 针 是 Baaach 空间 ， 
则 多 (X ,， 丰 ,，; 半 ) 也 是 Banach 空间 。 

48， 信 已 为 内 积 空 间 ， 令 gz(x，y) = (1x,y)， 其 中 
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TEB(U), Wlgell= 人 

49。 设 也 是 Hilbert 空间 ， 对 互 x 如 上 的 任 一 有 界 半 
双 线 型 p(X*X,y) ， 必 存在 唯一 的 1 E 有 轨 (万 )， 使 对 一 切 x， 
»》€ 有 日， 有 


且 


p(x,y) = (TX,y) 


jpl| = T= orl 
其 中 gr(xX,y) 一 (7 YX 7y)。 


50 。 议 五 为 下 itpert 空间 ，7 E 多 (五 )， 工 正常 ， 则 存 
在 西 和 公子 局， 使 4*= 277。 
揭示 利用 正常 算 子 性 质 ， 先 作 太 (T)->KR(7*) 上 的 算 
于 U : UTx= 了 *x， 由 此 可 得 本 题 结论 。 / 
[ 注 ] 本 题 可 改 为 ; 车 S$, TEGB(HH)， 对 一 切 xE€ 万 ， 
有 3x = HZxl， 则 存在 西 算 子 U， 使 $= LU。 
51。 设 五 为 Hitbert 室 间 ，TEB(H),，R(7T)= 万 ， 
试 证 胃 入 在 币 数 gc>0， 使 得 对 一 切 xXE 玉 ， 有 
Callcx 
提示 令 / = 人 xE 玉 :Tax 并 作 玉 上 的 有 界线 
往 泛 函 
fe(y)= (yy, *) (yEH) 
应 用 共鸣 定理 证 明 存 在 常数 KK > 0， 使 得 
supllfol<K 
xEJ 
从 而 可 得 ， 对 一 切 y》E 已 ， 成 立 
yl ly 
52， 设 五 为 Hilbert 空间 ,TE 绑 (H) 为 单 侧 移 位 算 
了 了， 《ex 一 Cg+ 1 9 R= 1,2,... ， 其 中 {es} _ 是 本 的 完备 村 
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准 直 交 基 。 车 入 是 匡 的 闭 子 空间 ， 久 约 化 算 子 了 ， 则 
N = {0} 或 者 N=H, . 


提示 设 N 关 {0},， 令 m 是 y 了 0，y = 于 her€ENW 中 使 


/ k=1 

4, 汉 0 的 最 小 指标 ， 证 有 明 m= 1 

58。 设 里 为 Hilbert 空间 ，4E(LC, 则 下 列 条 件 等 价 (好 
换 成 Banach 空间 光 也 成 立 )， 

(1) AE€ gelf ) 3 

(ii) 存在 算 子 序列 S。。，1S 吊 =1， 使 7T 一 41)S。l->0 
(fi-> co)。 

54。 设 上 是 复 平面 C 上 的 任 一 非 空 有 界 闭 集 ，{e"} 
(= 2 …) 是 妃 的 正规 正 交 基 , 则 存在 一 个 正当 算 子 7/， 

(i) w(7) = 了 

(li) AEt eyAE oT), 

提示 ”了 到 二 的 一 个 可 数 稠 子 集 {pj ， 作 了 E 罗 (局 ) 如 
下 ， 


Te,= Unen n=1i,2,..: 


65， 设 是 为 Hilbert 宏 间 ,TEB(H),o(1)C{2EC: 
1z|<r}， 如 果 |z| <r 时 ， 级 数 并 an2 上 收 僵 ， 则 3 0 
在 启 上 处 处 收敛 。 的 的 

提示 “实际 上 利用 题 设 条 件 可 以 证 明 并 jc。 站 收 


n=1 


皱 ， 从 而 > ， ax7” 按 算 子 范 数 收敛 。 


n= 
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附录 。 南京 大 学 攻读 硕士 学 位 研究 生 
1981 一 1985 年 
试 题 
1。 设 为 有 界 可 测 集 ，mE > 0， 证明 对 于 任何 0<g< 
mE， 存 在 上 的 可 测 子 集 e, 使 me = q 《还 可 以 讨论 EE 为 无 界 集 
的 情形 》。 
2。 设 EE 为 可 测 集 ，mE 之 +co， 则 巨 上 可 测 苞 数 f(x) 可 
各 的 充 要 条 件 是 


>》， lnimE,<+oo 


其 中 ,= {XEE; nn lf (x) <n}。 
3。 对 于 实数 扫 , 用 [4] 表示 不 超过 4 的 最 大 整数 ,， 设 
f(x) 在 有 限 区 间 [o,6jJ 上 可 积 ， 证 明 ， 


b 5 
se ee seo 


(Lnf (rx) 的 可 油性 不 必 证 明 。) 
4。 设 f (x) 在 有 限 区 间 [oe， 约 上 连续 。| fx) | 在 Lo ,6b] 
上 阁 变 ， 则 了 (x) 在 [a,6] 上 辕 交 。 
5。 设 4,B,C 为 R=(-coo，co) 上 三 个 非 空 互 不 相交 
的 有 界 闭 集 ， 试 证 存在 一 个 于 R 上 连续 的 函数 (x) 满足 
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Of 1 f(A) =0, 1(B)=$, f(O=1 
6。 设 站 为 实数 加 群 ，% 为 天 上 上 复 值 连续 上 映射， 满足 
ip(x)| =1 (xER) 
p(X+y) = p(x) p(y) (X,Yy ER), 试 证 存在 4EK， 使 
D(X) = ets0 (Xx EA) 
7。 计生 而 在 


Le 的 具有 长 度 关 
(1) 证 明 fw) CD Us 
(2) 计算 (上 ) | fods. 


8。 试 用 叶 果 洛 夫 定 理 证 明 有 界 收敛 定理 ， 即 着 {f(x)} 
是 己 上 的 一 串 一 至 有 界 的 可 测 函 数 ， 且 在 马上 (x) 几乎 处 


| fu)dx = | (Xx)dx 


9。 是 非 题 与 填充 题 

(D 设 1&p<q<o0s 则 (RCL (R) 或 上 (Rc 
L" (K) 两 式 必 有 一 成 立 ， 这 里 R= (- ce，co)。( 是 非 题 ) 

(2) 设 f EL*(R)， F(x) = 全 reoan < 为 实数 ， 则 
F(x) 几乎 处 处 有 有 限 导 数 。( 是非 题 》 

(3) 康 脱 (G。Cantor) 三 分 集 可 用 来 说 下 (只 须 列 出 
三 件 事 ) 。 (填充 题 》 

10。 妇 /xx) 是 以 2r 为 周期 的 平方 可 积 函数 且 存 在 c>0 
满足 

Hf (x+h)— fx) =oCh!its), h-»0 


2381 


试 证 f(x) 几 乎 处 处 为 常数 。 
11。 设 是 发: 由 闭 集 ， 则 对 几乎 所 有 XE ， 有 
p(x+h,F)=o(lh|), h->0, hEL? 
其 中 (4 ,已 ) 表 示 点 4 到 集 刁 的 距离 。 
12。 设 f EL?(R), 则 对 任何 pi1,ps,pi<<p<b;， 但 有 
f ELPICR) + LP2 (CK) 
这 里 > +Toa={pi+pa: 91€ES1, pi Eo,}。 并 给 出 这 种 
分 解 的 一 个 应 用 ( 不 要 论证 ) 。 | 
13。 设 f(z) 为 修平 面 上 的 解析 通 数 , 且 无 零点 ， 有 4 为 复 
平面 上 的 紧 集 ，{ 帮 四 为 收 仿 于 0 的 点 列 , 考 虑 复数 集 由 。=: 
ED) 本 ! 太 [7(C4)], 这 里 两 集 基 与 了 的 “ 积 ” 定 义 为 人 了 = 
{xy: XEA，yEY}，x3y 为 复数 乘积 ; 文 的 “ 迹 ” 定 义 为 
六 "1= {x !;:xXE€}, 试 让 ， 把 EE 团 成 平面 点 集 时 ， 有 


lim mE,=0 
noo 


14。 设 EE = 《0,1)，f，9 为 E 上 非 负 可 测 函数 ， 满 足 ， 


f (XG(XN) NX a,e 
| f (xX)dm | g(x)dm2 
z > B 
并 问 等 号 可 否 成 立 ? 


15。 令 下 (x) = -| f(Ddt, 其 中 f EL(- 0,00)， 


且 | fdm@0, ee (- cco)， 试 证 FEL(- coyco)。 


16。 令 4 = {0, 二 1, 士 2,…j}, 考 虑 集 
b={Z+aZ)} 
则 (1) 当 a 为 无 理 数 了 时， 所 有 何 性 质 ? 
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=) 


(ii) 要 求 卢 ,为 闭 集 ， cx 应 如 何 ? 
(iii》 求 U 五 的 测度 ,这 里 忆 表 示 [0, 1 中 的 Cantor 集 。 
C 自 


17。 设 1 EL?( -co,co)， 这 里 p 宇 1， 试 作出 函数 列 f ，， 
n=1,2,…、 洪 足下 列 条 件 ，; 
~， vs 4 1 一 
lf ,=1， 这 里 Dt 1 


Pp 


iim - fF (x) f(x dx= co 


并 一 总 中 
18。 设 fx 是 以 2r 为 周期 的 实 可 测 函 数 , 若 又 有 周期 1， 
试 证 F(x) 儿 乎 处 处 为 常数 。 这 样 购 国 数 是 否 必 为 稍 数 。 


解 答 
1. 解 


设 aG= iaf x,， b= sup x， 则 CEa,b]， 令 
XE XEEP 
Ex=[a,x1NE, a<x<b 

则 f(x) = me 是 La,b1 上 的 连续 冰 数 ， 事 实 上 ， 

(fCx+t Ax) -x)= mE ,+A -Es lI LIX 
所 以 ， 当 Ax>0 时 ,f(x+t AX)>f(X)。 

义 因 为 

fo)=0, f(0O)=mE 
由 连续 浮 数 的 介 值 定理 ， 当 0 <q<mE 时 , 必 有 Xx;€[La,b]j， 
使 
Ji sq 
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令 e =[a,x1]NE, 则 
eCcCE, me=q 
车 忆 为 无 者 集 ， 可 作 
fx)=m[ ~ x,xXJNE), (Rx oo) 
则 f(x) 为 [0,co) 上 的 增 函 数 ， 且 
f(0)=0, lim f(x)=mbE 


于 是 对 任何 0<q<mE。 必 存在 人 > 0， 使 
q<f(A)<mbE 
令 已 ; =[~X,XINE, 上 | 为 有 界 可 测 集 ， 于 是 和 仓 在 EC 上， 
CE, 使 me = 9。 
2。 证 
本 题 的 F (x) 是 几乎 处 处 有 限 的， 否则 充分 性 不成立 。 
在 这 样 的 条 件 下 ， 有 


| {f(x)ldm= 》， | Jf Cx) [dmt+ |: |f (%) |dm 
E n=1 " n= 二 0 " 


当 7 之 1 时 ， | 
(n ~ DmE,< |: fom) ldmen mE, 


于 是 
》 ， nembs— mE Y, ne mL,— mE, 
1 二 4 二 1 nn 二 1 
= (mn- DmEe S， | Lo ldme Yi nemE, 
从 二 二 站 一 荆 t=1 
当 # 二 0 时 ， 


sl emE ,< | s lf ldme ln~ 1lemE, 
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Ee 


于 是 


5 nlemEs< P| Heolar 
n=0 n=0 ?7 


< 》， (|]n| + 1)mE ,< 2 ni emE,+mE 
n=0 #=0 


因此 


3 [nlemE, -mE | [xD) |dm 


nn 二 一 o0 


< 人 [nl emE, +mbE 
因为 m 上 <co， 所 以 了 (x) 在 上 可 积 的 充分 必要 条 件 是 
2 InlemE, < oo 


站 一 


3. 证 
因为 | [nf (x)] | < | nf (x) | +1) 


< | f(x) |+1€L[a, 6b] 
义 


[nf (x) I~ f(x) | =—1- Cnf (x)] nf (x) 


< 二 


BH 1 
lim Lnf (x)]=f(%) 
~ oO 
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由 寺中 格 控制 收 全 定理 ， 有 


lim 一 fnf (Idx = | .li [nf CX) ldx 


» 
= | i (XYdx 
4。 证 
由 题 设 


V jj1=sup 呈 | fx01- I)1|<% 
k=1 


对 [La， 2] 的 任 一 分 法 7 


G = Xo XH, LX, =b 
令 Vr(f) = 5 |f (Xi) 一 了 (Xi-1) 1 表示 了 (x) 对 应 于 分 法 T 
k=1 
的 变 差 。 
其 1(X4) 与 1(X。-1) 不 是 异 号 ， 出 
|f (x.)!— | (xr-1)| ] = f (xe) — fxe-1) | 
在 (xz) 与 f (x. 1) 寞 号 ， 则 由 进 续 性 ， 和 存在 一 点 561€ 
(Xi 1 XE), 使 六 eco) = 0， 二 定 
| f Cx,) ~ f (Xe- 1) | : 
= |f (Xi) 一 (ED 二 ACE ~ F(X 1)| 
= | If Cx01- GD GD 
对 每 个 在 端点 上 函数 值 异 号 的 区 问 (xt-1:，Xi)， 加 进 
使 (56) = 0 的 点 cz， 这样 对 应 的 分 法 ! 就 成 了 一 个 新 的 分 法 
1'， 此 时 
5b 
Vr(f)=Vr, (ffl)EV(Of)) < 
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由 于 7 是 Fe，2V] 的 任 一 分 法 ， 得 
b 
VDEY (NI) < 
2 | |f (22) | ~ |f xe 1)) | |f (Cx,) - -ec 


k=1 


oT 


于 是 
V (dfDe VO) 


b 6 : 
由 此 可 见 ， 对 于 连续 区 数 fx) 有 YY ( = Vf 了) 成 六。 


5。 证 

令 p(xX， 忆 ) 为 x 到 集 CK 的 距离 ， 则 p(x， 世 ) 为 x 的 
非 负 连 续 函 数 (x Er)。 令 

D(X，4UB)+pX，4UC) 

1 (%) = ,AUB) EID, AYUC)TPp(XBUC) 

让 到 和、 8、 C 是 互 不 相交 的 非 空 有 界 闭 集 ， 即 可 知 
f (x) 在 人 上 连续 ,满足 0 志 1 (x) 志 1, 上 且 当 x€.4 时 ,了 (x) = 0， 
XE€EBNHN,，f(X) = 和，XECN, f(x)=1, 

6。 证 : 

在 DCXTYyYJ) = p(X)《31) 中 ， 令 X= 0 得 p(0)=1， 义 0 为 
连续 函数 ， 故 必 存 在 有 -0， 使 


hb 
| oldi= cs0 
由 


于 是 
hb 
p(x) = Lp(«) | pd = | px) ot dt 
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= 一 -一 | p(x +t)dt= i | vod 


由 此 可 见 ，gp(x) 有 连续 的 导数 gp/ (Xx)， 
在 等 式 p(X+y) = g(x)qp(y) 两 边 对 y 求 导 ， 并 令 y =0， 


得 
p’ (X) = p’ (0) p(X%) 
解 此 方程 得 
D(X) = ese (uER) _ 
7 了 7。 证 
(1) 因为 
» 2 2 1: 1 
Df | f (x) I?dx = 107.mP, + 3 ( 元 )? 
oo 1 
< 2 Np 9 
n= 二 14 4 
所 以 
f (x) EL?LO0, 1) ‘1Sp%0) 
(2) (1) 人 ycodx=l0mPs+ 中 2。 1 
?7 一 工 
=-_ | — l 二 Li 
2 和 37 4 
8。 证 


本 题 应 有 条 件 mE <o， 生 不 妨 设 mE >0 ( 否则 结论 显 
然 成 立 ) 。 

设 |f.(x)| 志 MM, 人 二 Lp x EE, 则 | fx)| 委 对 在 
Ek 上 a,e 成 立 。 

任 给 z>> 0, 由 村 果 阁 夫 定 理 ， 行人 在 上 上， 使 
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7 厅 、-， ee 
II 一 已 ) 了 7 
而 在 妃 . 上 ，j(x) 一 致 收敛 于 fx)。 因 为 


rceoax- | red | 


< |: [fn CX) — FCx) [dx+ | 5. | f nx) — fx) |dx 
往 上 一 上 ee 上， 几乎 处 处 有 1,(x) -了 x) [2MM， 所 这 


s [fn(%)— Fx) dx em(E — ,) 
LL- § 


< oN ee = we 
4 e/2 


时 ， 对 一切 xEE,， 有 |fa(%) -了 (Xx)1<-，， 所 忆 
—{ < 上 "ot. 


于 是 当 n 半 入 时 
{fax- | Arcodx | “ee/2+e/2=E 


jim | fn Xdx= | f(x)dx 


苏 一 > 二 心 


9。 解 
(1) 绪论 不 成 立 。 例 如 


-co<x 委 1 
当 j(x)=Y 
x 和 %>1 


f EL‘(k), 但 EL*(R), 
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0 co <X 二 0 或 X> 荆 

| -去 _ 
x 0 XE 1 
fEL: (KR), 但 f EL*(K). 

(2》 结论 成 立 。 事 实 上 ， 对 任何 包含 a 的 区 间 [La, PJ, 
由 f EL "La，Bj 知 f ELLa，pBJ。 于 是 f (X) 为 La,PBj 上 的 绝 
对 连续 现 数 ， 从 而 PF/(%) 在 LasP3 上 几乎 处 处 存在 且 有 限 。 
由 La,B] 的 任意 性 知 ， 站 (x) 在 上 几乎 处 处 存在 且 有 限 。 

(3) 谍 脱 三 分 集 可 用 以 说 明 : 在 全 上 势 为 立 的 集 的 测 度 
不 一 定 大 于 0; 完全 灵 不 一 定 包含 任 杀 世间 无 扳 立 点 的 集 
人 台 不 一 定 有 内 点 。 

10。 证 

令 gp(1) = 上 f(x+ 四 -了 C(x;, 任 取 />0， 则 由 f(x) 的 


周期 性 得 
p= fx+0) Fx)1 


SstD fest th + fs 


- C+ ) ~ f(x) + f(x+ ef) 


=29(—) 
于 是 
2 < 2 _ Le 
/2 
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一 - : oo rr a : i 


- 邻 9-oco， 则 -5 一 0. 由 题 设 


lim r( Er ) 


~ 元 一 0 
nt 1/2 


| 
因此 多 一 二 个 而 ! ~ 0 ， 2 于 


区 _ 2 1/ ， 
-| [sD -F(x) | dx | 二 由 
一 区 


于 是 
f(x+l)— f(xX)~0 
由 /的 任意 性 ， 得 
f(x)~0 
11。 证 
先 设 f 为 :中 的 有 界 集 。 
1 xErF, 
今 re 则 f ELCR?)。 因 此 几乎 所 有 
0 xEerf, 


的 XE 为 1(%) 的 勒 员 格 点 .因此 , 对 几乎 所 有 的 XxE 及 :有 
. 四 
lim mp(X,r) | 5 f(y)dy=1(x) 


了 一 > 但 

其 中 8(x<,r) 表 示 R: 中 的 以 x 为 中 心 ，+ 为 半径 的 夯 。 于 是 对 
几乎 所 有 有 的 xE 玉 ， 有 

. mm{F A B(x,r 

lm Be 
成 立 。 可 以 证 明 若 XEf 且 满足 (1)， 则 对 任何 >0(e 达 1)， 
当 充分 小 时 ， 存在 y EfNBx+h,elhl)。 事实 上 , 若 
-此 论断 不 对 ， 则 对 任何 60， 必 有 0 二 18| 二 5， 使 


= 1 (1) 
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' FNBCx+h,elhl)=9 
从 而 有 / 
mFNBGx, hl el 
mp(x, Ih|+elhl) 


mBCx, [hl+ elhl) =mBCx+h,elhl) 
mB(x, hl +elhl) 


Te ,6 
nl+e)2|hli: T+ (lr+re): 
比 与 人 1》 式 相 了 矛盾。 于 是 有 
plx+h, FEp(x+h, y)<elhl 
内 < 的 任 总 性， 得 
plx+h,1)= ollh|) h->0, hER: 
尼 为 羡 ? 中 的 无 者 半 弘 ， 则 总 可 将 下 分 成 可 兄 个 育 
界 团 集 的 并 :; 下 = Uy it。 对 全 £ 何 一 个 N27， 几乎 有 所 基 的 


=1— 


上 


XHFis 有 
p(x+h ,FEpo x+h, Fi)=o(|h|) h->0 
p(x+h,F)=o(lh|l) ->0 
12。 证 
对 EL?(R), 令 (x)= f(x)+ 了 (x)， 鞭 中 
f(xX) 当 |f (x)|>1 
fi(%X)= 
0 |f(x)|<1 
f(x) {fx) lI 
f (YX) = 
0 当 | fx)[>1I 
则 


292 


Ee 


一 .二 一 .一 一 -一 一 一 一 一 “一 一 


: 了 P| 一 ? 
|， fx) dx= | f(x)) Jf Cx) dx 
DB 
< | ， If(x)| dx<co 
| |f.(x)| “dx= | (xD Ex 2 dx 


< | ， CD dxX<oo 


应 用 这 种 分 解 ， 可 以 证 明 如 下 定理 如 果 1<r 科 co， 了 
是 一 个 从 LICR)+L"(K) 到 可 测 函 数 空间 上 的 半 可 加 映射 ， 
且 了 是 弱 (1,1) 型 ， 弱 (r,r) 现 的 , 则 对 任何 1<p<r,，7 了 是 
(pp,p) 型 的 。 


18。 证 
由 题 设 条 件 ， 可 令 


M = max|f (2)| m= min|f (2)i 
zEA 2EA 
且 有 0~m 所 村 <co， 于 是 对 任何 wEE,， 有 


MM 


改 
M 2 
mf ,ST (二 ) [wl|? 
由 jz ->0， 得 
lim mE,=0 
de 


14。 证 
由 Holder 不 等 式 


| (X71!) dx | Lf (x)09(x) J $dx 
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<( | ycoaz ) | scodx ) 


| x 多 dx= | «tax=2 
E 0 
所 以 
| yeodx | » 90dx>4>? 
15。 证 
设 | | jdm | =1 0, 则 存在 N、0, 使 当 x> N 时 


| | foam | ~ 全 


-于 
| 


| [Flam 人 到 | | /foam [dm 


> 2 | —-d 77; 二 CO 
16， 解 | 
(1 ) 当 @a 为 无 理 数 时 ， 则 Es。 为 情 上 的 可 数 笛 帘 集 。 
可 效 性 是 显然 的 ， 下 证 称 密 性 。 即 证 ， 对 任何 x€ R,6~0， 
行 在 a,bEZ » fi 
a+baE (x-6, Xx + 0) 


- i ] _ _ 
作 撤 于 整数 m， 使 Toa <6， 在 集合 {na:n= 1,2,…} 


中 ， 至 少 有 两 个 数 nig，n;a, 它 们 的 前 个 小 数位 上 前 /数字 
由 间 。 六 na nsa 的 整数 部 分 为 则 | 


2914 


me 


1 
iIniag—?1i,0— RI<—m 0 


10 
又 因 & 为 无 理 数 ， 所 以 
niag ~ 10 — RA 
这 ihn-n, a-R|=Natk, KK, NEZ, 别 
0<K+i+Na~do 
于 是 存在 SEZ， 合 
Xx- ZO(K+Na)<xt+d 
令 a = SK， b=SN， 则 
Ga+paE(xX-G， xX+6) 
(ii) 当 且 仅 当 a 为 有 理 数 时 ， 上 4 为 团 集 。 常 实 上 : 
当 & 为 无 理 数 有 时， 由 《i ) 上 .= 上 了 关 EBo， 帮 上, 非 闭 。 当 a 为 
有 理 数 时 ， 尖 a=0， EB,= 2, pi 令 x= 一， d 为 
正 整数 ， peEZ, 昌 p， Q 也 质 ， 则 | 
nm 一 了 2 ，。。 9 一 工 
已 。= is; 0 二 yg， ，G 十 5 | 


可 见 当 a 为 有 理 数 时 ， 玉 。 无 聚 点 。 于 是 。=。， 故 B。 
为 闭 集 。 

(iii) 首先 U ££。= UU (e+4P)， 事实 上 ， 
aEP bezZ 


*E UE 存在 a, LE4,， aoEP,， 
Qt 


Qs 


售 X=a+baox€ U (ao+bP) 
a,beD, 


十 是 ml U Eo) 3, mla+bP)=0 
CE 


abEL 
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17。 和解 
于 p>1 时 ， 令 a， = | 1fi?dx， 则 


lim oa, = | | 门 ?dx = co 


又 令 


一 一 一 一 


| sgnf xE(-n, nn) 
fn»(X) 一 a hn 

0 X EC 一 3 n) 
1 


~ 
当日 fa = 1， 是 
pi/ 


im | feodr= lim ps | frax 


一》 人 xz fhe 
遇 


， 1 /2 
= lima, = CO 
并 一 和 CC 


当 p=1 时， 邻 sgnf (x) XC(~n,n) 
f»(X) = — 
Q XC(—n,n) 


则 fi。=1， 且 
lim | fx) fan(xX)dx = lim | |f(x)|dx 


= 站 /= co 
18。 证 
(1) 议 f(xX) 为 (-co，co) 上 的 连续 函数 。 今 
Eo={2k7+1, ER, i=0,+1,-+2,...)} 
则 f(x) 在 睛 。 上 为 常数 。 由 本 附录 第 16 题 知 ,Es 在 (oo， 
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<o) 上 稠密 。 由 f(x) 的 连续 性 知 ，f (x) 在 (- coyco) 上 电 
(ii) 设 f(x) 在 任 一 有 穷 区 间 上 志 可 积 ， 令 
/n(x) = | f(s)ds= 一- | "f(x+s)ds 


则 对 任何 一 个 h>0，fa(lx) 在 (co0,c0) 上 连续 ， 又 因 f(xX) 
以 1 为 周期 ， 所 以 


jn(x+D= 一 | f(x+1+s)ds 


二 i | f(X+ sds 一 faCX) 


好 fa《%) 亦 以 1 为 周期 。 同 理 ，fn(x) 亦 以 27 为 周期 ， 由 (0) 
得 fa(%) 存 ( 一 co，co) 上 倡 为 常数 。 

因 f(x) 在 任何 有 穷 区 间 上 二 可 积 ， 所 以 
limfn(x) = 了 (xX) 在 (~ cco) 上 几乎 处 外 成立。 于 是 7(2) 在 


(- coyco) 上 几乎 处 处 为 常数 。 
(iii) 候 了 (X) 为 实 可 测 函 数 ， 令 
i RACPIE<S, 
fn(X) = 

nl | f(x)|>n 
训 对 每 个 mn”，f"(x*) 在 任 一 有 穷 区 间 上 工 可 积 ， 且 以 1 和 2x 
为 周期 。 由 (11) 得 ，fn(X) 在 《~ coyco) 上 几乎 处 处 等 于 党 

数 。 公 万, 是 使 1,(x)〉 等 于 常数 的 点 集 ， 则 mB ,=0， 
念 五 = NE, 则 m@E =0,， 在 上 上， 每 个 1/,(x) 都 为 常 


1 一 工 


数 。 叉 1im fn(x) = jx)，xE(-cosco), 故 jx) 在 已 上 为 


全 一 23， 


297 


荫 数 ， 即 f(%) 在 〈- ceo，co) 上 几乎 处 处 为 常数 。 
以 上 的 Fx) 不 一 定 为 常数 。 例 如 ， 设 
1 xXEhE, 
1 = | 0 XEE, 
其 中 己 。={28r + hh， i=0, 土 1, 十 2,…}， 则 fj (xX) 是 以 1 
和 27 为 周期 的 实 可 测 函数 ， 但 非常 数 。 
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